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PREFACE

Dans le cadre de la premicre série de ses publications en matiere de
compétitions du Rallye et de 1'Olympiade Nationale de
Mathématiques, 1'Association des Amis des Mathématiques
(AMIMATHS) est heureuse de mettre cet ouvrage entre les mains
de la communauté mathématique de Mauritanie.

Regroupant des sujets de mathématiques des olympiades de 7°
année de 2017 a 2024, cet ouvrage propose des solutions détaillées
et utilise des méthodologies scientifiques contribuant au
développement des talents des éléves tout en les préparant a ce type
de compétitions tant au niveau national qu’au niveau régional et
international. En outre, ce manuel met a la disposition des
enseignants une banque d'exercices non conventionnels leur
permettant d’identifier des apprenants doués et contribuant ainsi a
améliorer le processus de I'enseignement/apprentissage.

Cet ouvrage est publié en trois tomes, chacun traitant les sujets de
I'une des trois phases de I'Olympiade nationale de mathématiques,
afin de garantir un niveau de difficulté graduel des problémes.

La production et la publication de ce livre font partie des activités
d’AMIMATHS en coopération avec le Ministére de 1’Education
Nationale et de la Réforme du Systéme Educatif visant a rehausser
le niveau des acquis des ¢éléves en mathématiques et a améliorer la
qualité et I’offre de 1’enseignement afin d’augmenter le taux de
réussite aux examens nationaux ainsi qu’aux concours régionaux et
internationaux.

Cela survient également a un moment ou notre pays connait une
réticence envers I’enseignement/ apprentissage des mathématiques,
réticence qui a conduit a une diminution grave du nombre d’éleves
inscrits en série mathématiques. Cette situation déplorable
entrainera, sans doute, dans le présent et le futur, un manque criant
d’ingénieurs, de personnel scientifique qualifi¢é et de professeurs
compétents capables d'enseigner les mathématiques et les sciences
physiques a nos prochaines générations. Ce qui retarde la roue du
développement et du progres de notre pays. En effet, aucun pays ne
peut progresser sans les mathématiques qui sont la clé des autres
sciences et un moyen de leur acquisition.
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Dans ce contexte, I'Association AMIMATHS remercie vivement la
commission Nationale pour les Mathématiques et les Sciences
(Programme Mawaheb) pour sa coopération fructueuse et sa
contribution a I'¢largissement du cercle d'intérét pour les
mathématiques. Cet intérét en a fait une matiére attractive et
passionnante. L’Association remercie ¢également tous les
inspecteurs et professeurs de mathématiques qui ont contribué, de
pres ou de loin, a la réalisation de ce travail. Elle compte également
sur les commentaires et suggestions pour contribuer a améliorer la
qualité de cet ouvrage expérimental, qui est édité, dans ce format,
pour la premiére fois dans notre pays.
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ENONCES DES SUJETS

du troisi¢eme tour des olympiades nationales de Mathématiques

de 2017 a 2024

Niveau 7™ Mathématiques
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Sujet 1 3éme tour Session 2024

Exercice 1 (25 points)

Soit f la fonction numérique définie de R dans R par : pour

tous réels x différent de 0 et 1, on a

f(x)+f(L)=(2x—1)2 +f(1—1).
1-x X

Trouver I’expression de f(x).

Exercice 2 (25 points)

ABC un triangle, I le milieu de [BC] et M celui de [AI].

On place sur [AB] le point D tel que Z/MDI = ZACB et
AD>BD.

De méme on place sur [AC] le point E tel que /MEI = ZABC
et AE> XE.

Montrer que les points B, C, D et E sont cocycliques.
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Exercice 3 (25 points)

Soient a, b, ¢ et d quatre réels strictement positifs tels que

abc+2 bed+2 cda+2 dab+2
a+b+c+d=16 et = = =
a+2 b+2 c+2 d+2

1° Vérifier que da’b + 2dab + 2a = abed + 2abc + 2d eten

déduire la valeur de 3+ E+ E+ E
c d a b

2° Déterminer ’ensemble des valeurs possibles des nombres a,

b,cetd.

Exercice 4 (25 points)

Déterminer tous les entiers naturels non nuls n, p et q tels que :

n’=2"+21°
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Sujet 2 3éme tour Session 2023
Exercice 1 (20 points)

La police a interrogé quatre personnes témoins d’un vol commis
par un homme dans un magasin. Voici leurs déclarations
concernant la description du voleur :

L’agent de sécurité : "Il était grand, portait une chemise
blanche, un pantalon noir avec un bracelet."

Le gérant : "Il était grand, portait une chemise verte, un
pantalon rouge avec un bracelet."

Le caissier : "Il était grand, portait une chemise rouge, un
pantalon vert sans bracelet."

Le client : "11 était petit, portait une chemise verte, un pantalon
noir avec un bracelet."

Peu de temps aprés, le voleur est arrété. Les policiers se rendent
compte alors que chaque témoin a donné un renseignement
exact, mais un seul.

Peux-tu maintenant trouver les informations exactes ?

Exercice 2 (20 points)

Soient a, b, ¢, d des réels strictement positifs tels que
a+b+c+d=4.

bed acd abd abc

Mont +
ontrer que @—a) + @by d—oy + 4o

si et
9

déterminer les cas d’égalité.
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Exercice 3 (20 points)

Soit I, un cercle tangent intérieurement a un cercle I, en un
point A. Soit P un point de 1, distinct de A. Les points B et C
sont les points de contact de [ avec ses tangentes issues du point
P. Les droites (PB) et (PC) recoupent le cercle T ;
respectivement en deux points Q et R.

1) Montrer que 6A\R — 2BAC"

2) La droite (BC) coupe le cercle T, en deux points E et F.

Montrer que si le triangle PEF est isocéle en P, alors les

points B, C, Q et R sont cocycliques.

Exercice 4 (20 points)

Trouver tous les réels x,y, z et t tels que :

X+y+z+t=12
Xy +Xz+ xt+yz+ yt+zt =54

Exercice 5 (20 points)

Résoudre dans Z* I’équation 2x’y —122x* — 33y =2023.
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Sujet 3 3éme tour Session 2022

Exercice 1: (20 points)

Soient a et b deux entiers naturels.
1° Factoriser I’expression a* +4b* .

2° En déduire que, pour tout nombre premier n > 5, I’entier

n—4 n’est pas une puissance quatriéme d’un entier.

Exercice 2: (20 points)

Soit ABCD un trapéze, avec (AB)||(CD) et AB>CD, tel qu’il
existe un cercle I', de centre O a I’intérieur du trapeze et
tangent a ses quatre cotés. Le cercle I',, inscrit dans le triangle
ABC, est tangent aux cotés [AB] et [AC] en M et N
respectivement. On note I le centre de T, .

1° Montrer que les points C, N, O et I sont cocycliques.

2° Montrer que les points O, M et N sont alignés.

Exercice 3: (20 points)

Pour tout entiers naturels n et p avec n>1 on pose

n t " 1 n
L= t"(l—;) dtety, =[ x(1-x)"dx.
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1° Trouver une relation entre I, et J .

o .
2° Trouver une relation entre J et J _ ..

3° En déduire les expressions de J, et I, = en fonction de n et

p.
4° Donner I’expression de I, en fonction de n, et calculer

lim 1,

n—+o0o

Exercice 4: (20 points)

Déterminer tous les triplets de réels positifs (x,y,z) solutions

du systéme :

Xz—y=(z—1)2
yz—z=(x—1)2
zz—x=(y—1)2

Exercice 5: (20 points)

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que,

Vx,yeR: f(x’-y")= (x=y)Fx)+£(y)).
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Sujet 4 3éme tour Session 2021

Exercice 1: (20 points)

Montrer que pour tout entier n>1, 3> (n)*.
Exercice 2 : (20 points)

Soit a et b deux entiers naturels.

1) Montrer que pour tout a, le nombre a(a‘ 1) est divisible par

3.

2) Trouver — s’ils existent- tous les couples (a,b)vérifiant la

condition suivante :

« a*+1 et b’ —1ne sont pas divisibles par 39, mais le produit

(a* +1)(b* —1) est divisible par 39 ».
Exercice 3 : (20 points)

L’objectif est de déterminer la valeur de Dintégrale

= x
1=[} ——dx.
Zz SiInx

3

1) On pose g(x)=tanx avec xe[ 2[ Calculer (g7')'(x) .

NE 1
2) En posant z= g(%) , vérifier que 1= 2,[ 8 () 4, )
%
l
3) Calculer P’intégrale J= I N7 4z,
|

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome3 13



X

2n
4) Déterminer la valeur de ’intégrale 1= J‘,f dx.

3 Sin x

Exercice 4 : (20 points)

On construit a ’extérieur d’un triangle ABC direct, trois
triangles équilatéraux ABC', BCA' et CAB'. Leurs centres
sont nommeés respectivement O,, O, et O,.

1) Montrer que AA'=BB'=CC"'.

2) Montrer que le triangle 0,0,0, est équilatéral et que son
centre de gravité G est celui du triangle ABC.

3) On pose BC=a, CA=b ,AB=c et d=0,0,=0,0,=0,0,.
Soit s I’aire du triangle ABC.

Exprimer d en fonction de a,b,c et s.

Exercice 5 : (20 points)

On se propose de trouver toutes les fonctionsf: R — R telles

que pour tous X,y dans R :

f(f(x)+2f(y))=f(2x)+ 8y +42.
1) Montrer que pour tous u, vdans R : si f(u)=f(v), alors
u=yv.

2) Trouver toutes les fonctions solutions du probleme.
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Sujet 5 3éme tour Session 2020

Exercice 1: (20 points)

Montrer que pour tout entier n>1, 3> (n)*.
Exercice 2 : (20 points)

Soit a et b deux entiers naturels.

1) Montrer que pour tout a, le nombre a(a‘ 1) est divisible par

3.

2) Trouver — s’ils existent- tous les couples (a,b)vérifiant la

condition suivante :

« a*+1 et b’ —1ne sont pas divisibles par 39, mais le produit

(a* +1)(b* —1) est divisible par 39 ».

Exercice 3 : (20 points)

L’objectif est de déterminer la valeur de Dintégrale

n X
— 3
I_In R
- SInx

3

dx

1) On pose g(x)=tanx avec xe[ 2[ Calculer (g')'(x) .

2) En posant z = g( ),Verlﬁer que I= ZJ; (Z)
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V3 Inz
2" +1

3) Calculer ’intégrale J= I dz.

4) Déterminer la valeur de ’'intégrale 1= j‘i dx.

3 sinx

Exercice 4 : (20 points)

On construit a ’extérieur d’un triangle ABC direct, trois
triangles équilatéraux ABC', BCA' et CAB'. Leurs centres

sont nommés respectivement O,, O, et O,.

1) Montrer que AA'=BB'=CC"'.

2) Montrer que le triangle 0,0,0, est équilatéral et que son

centre de gravité G est celui du triangle ABC.
3) On pose BC=a, CA=b ,AB=c et d=0,0,=0,0,=0,0,.
Soit s I’aire du triangle ABC.
Exprimer d en fonction de a,b,c et s.
Exercice 5 : (20 points)

On se propose de trouver toutes les fonctionsf: R — R telles

que pour tous X,y dans R :

f(f(x)+2f(y))=f(2x)+8y+42.
1) Montrer que pour tous u, v dans R :si f(u)=f(v), alors
u=yv.

2) Trouver toutes les fonctions solutions du probléme.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome3 16



Sujet 6 3éme tour Session 2019

Exercice 1: (20 points)

Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle

rectangle isocele avec BA=BC=a.
Calculer ’aire grisée.

Exercice 2 : (20 points)

Soit un entier n>2

1) Montrer que pour tout n>2 ; le nombre n*+n’ +1est impair

et non premier.

2) Si n = 3, déterminez toutes les valeurs entiéres de m pour
lesquelles m”+n”+1est divisible par m — n + 1 et par

m+n+ 1.

3) Montrez que pour n’importe quel entiern, il y a toujours un
nombre fini de valeurs entiéres m pour lesquelles m” +n” +1 est

divisible par m—n+1etparm+n+1.

Exercice 3 : (20 points)

L’objectif est de déterminer la valeur de DPintégrale

T .
I:J‘E Sin x
0

——dx
J1+sinxcosx

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome3 17



1) On pose g(x)=sinx avec x e{ 2{ Calculer (g7')(x) .

_cosy

U
2) En posant x=—+1Yy, vérifier que I1=2
47’ I 2+ cos( 2y

dz

1
3) En posant z=siny, montrer que I= ZJ‘ﬁ
' V3-27°

4) Exprimer alors la valeur de I en utilisant g™

Exercice 4 : (20 points)

Soit f la fonction définie par f(t) =% si teR,\{0,1} et
n

f1)=1

1) Montrer que f est continue sur R, \{0} puis justifier

< 1
I’existence de I’intégrale I ﬁdt pour xe R, \{0,1} .
* In

2) Utiliser j f(t)dt pour calculer hm[ ) ﬁdt}.
n
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Exercice 5: (20 points)

ABC est un triangle d’angles aigus et dont les hauteurs [AD] et
[BE] se coupent en H. Soit M le milieu de [AB]. Les cercles
circonscrits aux triangles DEM et ABH se coupent en P et Q ou
P est le point situé dans le demi-plan délimité par (CH)
contenant A. On désigne par R le point d’intersection de (ED)
et (PH) .

—

1) Montrer que RDA=@puis déduire que les points

B, P, R et E sont cocycliques.

2) Montrer que R appartient au cercle circonscrit au triangle

ABC

3) Montrer que les droites (ED), (PH) et (MQ) sont

concourantes en R,
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Sujet 7 3éme tour Session 2018

Exercice 1 (20 points)

1° Montrer que Vx e |l;+0[ ona: ln_x

\/—

2° En déduire que pour tout entier n> 2,

i
L
JICE

Exercice 2 (20 points)

On considére ’équation :1+2*+2>" =y’ ou (x,y) sont des

entiers relatifs.

1° Donner une solution particuliére de cette équation.

2° Montrer que si x= 0 alors x>3ety=2""xm+n(avecm
impair etn=10oun=-1).

3° Déterminer tous les couples (x,y) d’entiers relatifs qui

vérifient I’équation :1+2* +2>" =y?,

Exercice 3 (20 points)

On considére intégrale : o(x) = —IOX In(cosy)dy, pour[O,g[

T X T X
1° Mont : =20 —+— |—2¢0| ———|—-xIn2.
ontrer que : ¢(x) (p(4 2) @(4 2) xIn
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2° En prolongeant ¢ par continuité en gtrouer alors la valeur

exacte de q)(gj .

Exercice 4 (20 points)

Un octogone convexe A A,A,...A, est inscrit dans un cercle de
rayon non nul. A A,A A estun carré d’aire égalea 5 ;
A A AA, est un rectangle d’aire égale a 4. Déterminer, en

justifiant, ’aire maximale de I’octogone.

Exercice 5 (20 points)

Trouver ’ensemble des couples (x,y) € R’ solutions du

systéeme :

x° —10x’y” + 5xy* = 8(\/3 + \/E)

S5x'y —10x’y’ +y° = 8(\/3—\/5)
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Sujet 8 3éme tour Session 2017

Exercice 1 (4 points)

Soit ABC un triangle acutangle (a angles aigus) tel que

(AB,AC) =%[2n] et H son orthocentre. On désigne par I le milieu

de [BC] et par D le symétrique de H par rapport a [. Montrer que

AD=BC.

Exercice 2 (4 points) :

Un commerc¢ant effectue trois remises successives sur un boubou
dont le prix initial était de 30000 Ouguiyas et le vend finalement a
22287 Ouguiyas. Quels sont les pourcentages des trois remises
appliquées, sachant qu’il s’agit de valeurs entiéres distinctes ? On

donne : 742900 =17x19x 23 x 2> x 5

Exercice 3 (4 points)

Etant donné un triangle ABC rectangle en A, on note a=BC,
b= ACet ¢c=AB. On veut construire deux carrés inscrits dans ce
triangle : Le premier ayant A pour sommet et le second ayant un

coté porté par I’hypoténuse.
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1) Construire les deux cas de figure en expliquant les étapes de la

construction.

2) Exprimer les cotés x et y de ces deux carrés en fonction de b

et ¢ puis comparer leurs aires.

Exercice 4 (4 points)

Un nombre palindrome est un nombre entier non nul qui peut se
lire de la méme maniere dans les deux sens (par exemple : 12321).
Si les nombres palindromes sont rangés dans I’ordre croissant, le
premier de ces nombres est 1 alors que 55 porte le numéro 14. On

dit aussi que 55 est le 14¥™ nombre palindrome.
1) Quel est le 5™ nombre palindrome ?
2) Quel est le 20°™ nombre palindrome ?

3) Donner le rang du premier nombre palindrome a 3 chiffres, puis

celui du dernier nombre palindrome a 3 chiffres.

4) Un jeune mathématicien, spécialiste des nombres palindromes,
protége les résultats de ses recherches dans un coffre-fort dont la
combinaison comporte quatre chiffres. Pour se souvenir de la
combinaison d’ouverture du coffre, le chercheur, 4gé de 22 ans,
utilise le seul nombre palindrome dont le quotient par son rang dans

la liste des nombres palindromes est I’age du mathématicien.

Quelle peut bien étre la combinaison choisie par ce spécialiste?
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Exercice 5 (4 points)

Soit ABCD une feuille rectangulaire de largeur
AB =4 et de longueur BC=6. Soit R un point de
[AB] (bord inférieur de la feuille) et T un point
de [AD] (bord droit de la feuille). On replie la
feuille suivant le segment [RT] et on appelle S la
nouvelle position du point A (coin inférieur droit

de la feuille). Voir la figure ci-contre : Dans tout

£

|

\

B Rl

Y
>

I’exercice, on s’intéresse au cas ou S est sur le segment [BC] (bord

gauche de la feuille). On pose AR=x et AT=y..

1) Trouver les valeurs minimale et maximale de x.

2) Trouver une relation entre x et y quand S se déplace sur [BC].

3) Trouver la valeur de x pour laquelle I’aire du triangle SRT est

minimale. Quelle est alors la nature du triangle AST?
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CORRIGE DES SUJETS

du troisieme tour des olympiades nationales de Mathématiques

de 2017 a 2024
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Corrigé du sujet 1 3¢me tour Session 2024

Exercice 1 (25 points)
Soient a, b, ¢ et d quatre réels strictement positifs tels que

abc+2_bcd+2_cda+2_dab+2
a+2 b+2 c+2 d+2

a+b+c+d=16 et

1° Vérifier que da’b+2dab +2a=abcd +2abc+2d et en déduire

b d
la valeur de 2+~ +<+5
c d a b

2° Déterminer I’ensemble des valeurs possibles des nombres a,

b, c et d.

Corrigé
1o 2be+2_dab+2 . 4ath 1 2dab+2a+d4=abed + 2abe+2d +4
a+2 d+2

< da’b + 2dab + 2a = abed + 2abe + 2d

La symétrie de role permet la déduction de trois autres

relations analogues. D’ou le systéme
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da’b + 2dab + 2a = abed + 2abe + 2d
ab’c+ 2abc+ 2b = abed + 2bed + 2a
be’d + 2bed + 2¢ = abed + 2bed + 2b
cd’a+2cda+ 2d = abed + 2cda + 2¢

La somme des quatre équations donne, aprés simplification des
termes répétés dans les deux membres,

da’b+ab’c+bc’d +cd’a=4abed qui est équivalent 2

a b ¢ d

—+—+—+—=4

c d a b
a b ¢ d . L vess e .

2° Selon IAG _+E+_+EZ4 et il y a égalité si et seulement si
¢ a

a_b_c_d

¢c d a b’

D’ou a’=c¢’ et b’ =d* autrement dit a=cetb=d.

Par conséquent da’b +2dab +2a = abed + 2abe+2d s’écrit

a’b’ +2ab’ +2a=a’b*+2a’b+2b < (ab-1)(a—b)=0
D’ou1 a=b ou ab=1
1¢* cassi a=b alorsona a=b=c=d=4 on adonc

(a,b,c,d)=(4,4,4,4)

. . L. 1
2¢ cas si ab=1 alors la relation a+b+c+d=16s’écrit a+—=8
a

ce qui donne a’ —8a+1=0

dont A’=15 d’ott a=4++15 ou a=4-/15
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1

4+\/E
(a,b,c,d) =(4+15,4- 15,4+ 15,4 /15)

1

4-15
(a,b,c,d) =(4_\/Ea4+\/E,4_\/E,4+\/E)

> a=4+J15=>b= =4-./15 alorson a

> a=4-J15=>b= =4++/15 alors on a

Alors il existe trois quadruplets (a,b,c,d) solutions :

(4,4,4,4);(4+ V15,4 V15,4 +4/15,4 - /15);(4 /15,4 + /15,4 /15,44 J15)

Exercice 2 (25 points)

ABC un triangle, I le milieu de [BC] et M celui de [AI].

On place sur [AB] le point D tel que /MDI=_/ACB et

AD>BD.

De méme on place sur [AC] le point E tel que /MEI = ZABC

et AE>XE.

Montrer que les points B, C, D et E sont cocycliques.

Corrigé

Soient J et K les milieux respectifs des segments [AC] et [AB].
Me (JK) et (JK)||(BC), (KD)[[(CA) et (1)) || (AB).
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On a ZMDI = ZACB = ZAJK = ZMKI donc les points M, K, D

et I sont cocycliques

De méme ZMEI = ZABC = ZAKJ = ZMJI donc les points M, J,

E et I sont cocycliques.

La puissance du point A par rapport a ces deux cercles donne
AK.AD = AM.AI = AJ.AE donc les points K, D, J et E sont

cocycliques.

/BDE =180 - ZKDE = ZKJE =180 — ZKJA =180 — Z/BCE. Alors

les points B, C, D et E sont cocycliques.

Exercice 3 (25 points)
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Déterminer tous les entiers naturels non nuls n, p et q tels que :

n’ =2 421

Corrigé

Discutons selon la parité de p

1°F cas si p est impair, soit p=2k +1 alors 2° =27 =2[3] et
21° = 0[3] donc n? =2[3] ce qui est impossible car le reste de la
division euclidienne par 3 d’un carré parfait est soit 0, soit 1.

2¢ cas si p est pair, p=2kdonc 21 =n’ -2 =(n +2*)(n-2%)

Soit d le pged des nombres n+2" et n—2* alors d divise 21°

donc il divise 21.

Supposons que I’un des nombres premiers 3 et 7 divise chacun
des deux nombres n + 2 et n - 2* donc il divise

(n+2%)+ (n—2")=2n alors il divise n. Par conséquent 3 ou 7
divisera n* — 21 ce qui signifie qu’il divisera 2° qui est

impossible. Alors d=1.

Par conséquent 219 = (n+ 2")(n—2*) signifie que

n-2"=1 n—2%=39
ou (notons que n —2* <n+2%)
n+2*=21¢ n+2=79
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n_2k=1 +1 +1 :
> =2""'=21"-1=2""=6[7] ce qui est
n+2* =21¢

contradictoire car pour tout entier m, 2" est congru soit

alou?2oud.

-2 =3¢
> {n donc n=2"+3% et 2" =79 -3¢

n+2=79
n=>5
o Pourq=lona k=1=p=2etn=5.Donc {p=2
q=1

o Pour q>2,lecas k =1étant déja traité on a
donc k >2, d’ou 2**' est un multiple de 8, or
7% -39 =0[8] ne peut avoir lieu que si q est pair .
Supposons que q=2r alors on a
2K =7 3 = (7" 4+ 3T )(TT - 3")
Or 7" +3" =2[4] en plus 7" + 3" > 4 alors il ne
peut pas étre une puissance de 2.

n=>5

D’ou la seule solution du probléme est {p =2
q=1
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Exercice 4 (25 points)

Soit f la fonction numérique définie de R dans R par : pour

tous réels x différent de 0 et 1, on a

f(x)+f(L)=(2x—l)2 +f(1—1).
1-x X

Calculer f(3).

Corrigé

D’apres la définition de fn a

f(x)+ f(%)—f(l—lj =(2x—1) (1).

X

1
En substituant x par 1——, la relation précédente s’écrit
X

o) st b2

1-=
X X

f(l—l)+f(x)—f( 1 =(1—E) (2)
X 1-x X

La somme des relations (1) et (2) donne

2f(x) = (2x—1)° +(1—3) .
X

1

2
D’oit 2f(3)=52+[§) _ 226 113

5 = (="
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Corrigé du sujet 2 3¢me tour Session 2023

Exercice 1

La police a interrogé quatre personnes témoins d’un vol commis
par un homme dans un magasin. Voici leurs déclarations
concernant la description du voleur :

L’agent de sécurité : "Il était grand, portait une chemise
blanche, un pantalon noir avec un bracelet."

Le gérant : "Il était grand, portait une chemise verte, un
pantalon rouge avec un bracelet."

Le caissier : "Il était grand, portait une chemise rouge, un
pantalon vert sans bracelet."

Le client : "I1 était petit, portait une chemise verte, un pantalon
noir avec un bracelet."

Peu de temps aprés, le voleur est arrété. Les policiers se rendent
compte alors que chaque témoin a donné un renseignement

exact, mais un seul.

Peux-tu maintenant trouver les informations exactes ?

Corrigé

Pour identifier le voleur la police a besoin de quatre

caractéristiques différentes.

Chaque témoin a donné une seule caractéristique exacte.
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Deux témoins différents ne peuvent pas donner une méme

caractéristique exacte.

Si non, on n’aura pas quatre caractéristiques différentes.

Toute caractéristique qui se répete est donc a éliminer.

Témoin Taille | Couleur Couleur Bracelet
chemise pantalon

Agent Grand | Blanche Noir Avec
sécurité

Gérant Grand | Verte Rouge Avec
Caissier Grand | Rouge Vert Sans
Client Petit Verte Noir Avec
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Le voleur est de taille petite, ce qui élimine les trois autres

caractéristiques données par le client :

Témoin Taille | Couleur Couleur Bracelet
chemise pantalon

Agent and | Blanche No ec

sécurité

Gérant Graund | Verte Rouge AV

Caissier Grand | Rouge Vert Sans

Client Petit Verte Noir AV

la ligne de I’agent ne reste qu’une seule

caractéristique « Chemise blanche ».

Dans celle du gérant ne reste qu’une seule

caractéristique « Pantalon rouge ».

Dans la colonne « Bracelet » ne reste qu’une seule
caractéristique « sans bracelet ». Alors on élimine la couleurs

«vert » et « rouge » dans la ligne du caissier.

En conclusion : le voleur est petit, la chemise est blanche, le

pantalon est rouge et le voleur est sans bracelet.
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Témoin Taille | Couleur Couleur Bracelet
chemise pantalon
Agent Blanche
sécurité
Gérant Rouge
Caissier Rou Vert Sans
Client Petit
Exercice 2
Soient a, b, ¢, d des réels strictement positifs tels que
a+b+c+d=4.
4
Montrer que bed >+ acd >+ >+ abe > <— et
4—a) @4-b)y @-c)f @4-4d) 9

déterminer les cas d’égalité.

Corrigé
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D’apres I’inégalité des moyennes arithmétique et

b+c+d 4-a

géométrique (MA-MG) /bed < 3 d’ou
4-a) 4-
bed<| =2 | et par conséquent bed > < a
3 (4-a)y "~ 27

4—
Par analogie on a Ldzs—b .
(4-b) 27
, abdzs4—c ot -7
(4-c)? "~ 27
abc S4—d
4-d> " 27

Par addition

bed acd abd abc < 16—(a+b+c+d) 12

+ + + < —

(4-a)’ (4-b)’ (4-c¢) (4-a) 27 27
bed acd abd abce 4
Donc >+ >+ >+ > <—
4-a)" 4-b)y’ @-c) 4-d) 9

ﬂbcd:%@b:c:d donc il y a égalitési a=b=c=d=1

Exercice 3

Soit T', un cercle tangent intérieurement a un cercle I', en un
point A. Soit P un point de T, distinct de A. Les points B et C

sont les points de contact de I', avec ses tangentes issues du
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point P. Les droites (PB) et (PC) recoupent le cercle T',
respectivement en deux points Q et R.

1) Montrer que @l = 2BAC.

2) La droite (BC) coupe le cercle T', en deux points E et F.

Montrer que si le triangle PEF est isocéle en P, alors les points

B, C, Q et R sont cocycliques.

Corrigé
1. Montrons que GA\R = 2BAC

Methode 1:
615{ = @ cocyclicité de A, P, Q, R

= @ +BCR alignement et R.Chales
=BAC+BAC Théoréme de la tangente

D’oui : (jATl — 2BAC.

Méthode 2 : Le triangle PBC est isocele en P.

(E,ﬁ) - (ﬁ,ﬁ) cocyclicité de A, Q, P, R.

(PG.7R) = (PB,PC) = n— 2(CF.TB) = 2(CB,TF) = 2(3B,AC)
(Théoréme de la tangente)

2. Supposons que PEF est isocéle en P donc

(ﬁ;sﬁ) =(F_E"F_P')

On a modulo r :
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(@,QTi) = (a”,Q_R' Alignement de P, Q et B
ER

= (ﬁ, ) cocyclicité des points P, Q, Ret E

= (ﬁ,ﬁ) + (ﬁ?,ﬁi) Relation de Chasles

= (ITE,F_ﬁ) + (ﬁ,ﬁ) Hypothése + P, E, F et R cocycliques
= (ﬁ,ﬁ Relation de Chasles

= (@,CTi) C,B.E, F alignés aussi C, P, R
D’ou la cocyclicité des points C, B, Q et R.
Exercice 4

Trouver tous les réels x, y, z et t tels que :

x+y+z+t=12
Xy +XZ+ xt+yz + yt+ zt =54

Corrigé

Solution 1 :

Soit S =xy +xz+ xt+ yz+ +yt+zt

(x+y+z+t)’ =144 et (x+y+z+t) =x"+y’ +z* +t* +28
Donc x> +y’+2z’ +t* =144—108 =36

On remarque que (X +y + z + t)% = 4(x*> + y* + 2% + t?)
alors d’aprés I’inégalité de Cauchy Schwarz

4 +y + 22+t > (x+y+z+t)

Le cas d’égalité est lorsque x=y=z=t d’oul x=y=z=t=3
Solution 2 :

Soit S =xy +xz+ xt+ yz+ +yt+ zt
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(x+y+z+t)’ =144 et (x+y+z+t)’ =x"+y’ +2’ +t* +28

Donc x*+y*+7z’ +t* =144-108=36

On remarque que

(=Y +(y—2) +(Z— 0} +(t—X) +(x—2)} +(y— 1)}
=3(X2+y2+zz+ﬁ)—ZS

Alors

-y +(y-z)+zZ—-t) +({t-x) +(x—2z)" +(y—t)’ =3x36-2x54

Do (x-y) ' +(y-2z)+@zZ—-t) +(t—-x) " +(x—2)’ +(y—-t)’=0

Alors x=y=z=t=3

Solution 3 :

Soit S =xy + xz+ xt+yz++yt+zt

(x+y+z+t) =144 et (x+y+z+t) =x"+y* +2" +t +28
Donc x*+y*+z’ +t' =144-108=36

X+y+z+t 12

On remarque que 1 1 Jet
2 2 2 2 2 2 2 2
Jx417+z44 _ @E=3Jymcx+y+z+t=Jx+y +z" +t
4 4 4 4

et cette égalité des moyennes arithmétique et quadratique
(MA-MQ) est vérifiée si et seulement si x=y=z=t. Alors

x=y=z=t=3

Solution 4 : On suppose que X, y, z et t sont les racines d’un
polynome P de quatriéme degré en X:
P(X)=(X-x)(X-y)(X-z)(X-t) c-a-d

P(X)=X*-12X’ + 54X’ + dx +e

Alors P'(X)=4X’-36X’+108X +d

P'(X)=12X* - 72X + 108 =12(X -3)’
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Donc P(X) = (X — 3)* d’ou le polynome P a quatre racines
égales x=y=z=t=3.

Exercice 5
Résoudre dans Z? I’équation 2x%y — 122x? — 33y = 2023

Corrigé

2x%y — 122x%? — 33y = 2023 <

2x%(y —61) =33y + 2023

2x%(y —61) = 33(y— 61) + 4036

(2x%2 —33)(y — 61) = 4036 = 4 X 1009

Les diviseurs de 4036 sont

1, —152; —2; 45 —4; 1009; —1009; 2018; —2018; 4036 et —4036.
Or 2x’ —33 est impair alors ses valeurs possibles sont :
1; —1; 1009; et —1009

2x* —33=1009 = x* =521 impossible.

2x% — 33 = —1009 = x% = 488 impossible.

2x’ -33=1= x"’ =17 impossible.
2x’-33=-1=x"=16= x=+4 , dans ce cas
y—61=-4036 = y=-3975

Donc I’équation a exactement deux couples solutions
(4;-3975) et (—4;-3975).
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Corrigé du sujet 3 3¢me tour Session 2022

Exercice 1
Soient a et b deux entiers naturels.
1° Factoriser I’expression a‘ +4b* .

2° En déduire que, pour tout nombre premiern > 5, I’entier

n—4 n’est pas une puissance quatriéme d’un entier.

Corrigé
1°On a (a% +2b?)" =a* + 4b* + 42’b? donc
a* +4b* = (a% + 2> )2 —(2ab)’ =(a? +2b? + 2ab)(a? + 2b> — 2ab)

2° Soit n un nombre premier supérieur a S. Supposons qu’il

existe un entier naturel a tel que n—-4=2a*=n=a‘+4 et

d’aprés la question n°1 on a a* +4=(a’+2+2a)(a’+2-2a) .

a’+2+2a>1
Or n>5=a*>1=a>1=a>2 d’oﬁ{ donc n est

a’+2-2a>1

factorisable par deux entiers naturels strictement supérieurs a

1, ce qui contredit sa primalité.

D’ou ’entier n—4 ne peut pas étre une puissance quatrieme.
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Exercice 2

Soit ABCD un trapéze, avec (AB)||(CD) et AB>CD, tel qu’il
existe un cercle T, de centre O a ’intérieur du trap [AC]éze et
tangent a ses quatre cotés. Le cercle I',, inscrit dans le triangle

ABC, est tangent aux cotés [AB] et en M et N respectivement.

On note I le centre de I',.

1° Montrer que les points C, N, O et I sont cocycliques.

2° Montrer que les points O, M et N sont alignés.

Corrigé

1° Comme (AB)||(DC)alors ZABC+ £DCB=n.D’ou

/10C = /BOC = t— ZOBC — ZOCB =
Z10C =1 —%(ZABC +/DCB)=n —§=§= ZINC

Alors les points I, O, N et C sont cocycliques.
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2° le triangle AMN est isocéle en A donc

(ﬁ,ﬂ):%—é(ﬁ,ﬁ) [x]

Pour démontrer que N, O et M sont alignés, il suffit donc de

montrer que (NA,NO) = g— %(E,R) [7]

ABCD étant un trapeze (cT),@) = n—(FC,ﬂ) . Puisque O est
le centre du cercle inscrit a ABCD,on a :
((Y)',ﬁ) = %(E),CTB) = g— %(EC',BK) . De plus I est le centre du

cercle inscrit a ABC, donc on a :
—_ — 1 —_—
(BC,BI):E(BC,BA) .

On en déduit que :
(OB,OC) = (OB, BC) + (BC,0C) =— (BC,0B) - (OC,BC)
= —(BC,BI)-(CO,CB)=n
Par ailleurs, par définition du point N, (IN) L (AC). Ainsi,
(@,(TC') = (ﬁ,fé), si bien que les points N, O, I et C sont

cocycliques d’aprés le théoréme de I’angle inscrit.
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On sait alors que (NTA,@) = (ﬁ,ﬁ) Avec
(IC,10) = (IC,BC) + (BC, BI)
= %((TA,@H %(ﬁ,ﬂ)

_ —

= %(CA,BA)

T 1——
=—~—-—(AB,A
> 2( ,AC) [r]

Exercice 3

Pour tout entiers naturels n et p avec n>1 on pose

n t " 1 n
(" 1L — P(1—
In,p_jot (1 n) dt et J“’P_J‘ox (1-x)"dx.

1° Trouver une relation entre I, et J .

2° Trouver une relation entre J, et J

n-1,p+1 ®

3° En déduire les expressions de J, = et I, = en fonction de n et
p.

4° Donner I’expression de I, , en fonction de n, et calculer

lim I, ,

n—>-+0w
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Corrigé

1
1° vous avons J_ = I x*(1-x)"dx. Soit x== :> dx= —dy alors

si x>0, yr—0, etsi x+—>1, y~>n etona:
Jn’p='[:x"(1—x)ndx
"1
_j[ j(l__) Lay
n
1 ¢ y "
=np+1 J.O yp(l_;) dy

—lxI

— _p+l n,
n’ P

2° Procédons a une intégration par partie : on pose

u(x)=(1-x)"; vV@=x’"=>u'(x)=-n(1-x)"" et v(x)= xPH!

+1

Jn,p='[01xp(1—x)"dx
1
1=y | +—— "X (1-x)" " dx
K )} p+II°

0

Donc =[ 1
p+1

n

= xJ
p+1

n—1,p+1

3°* Calculde J,  :

D’aprés la question précédente : J, = Xd ot

p+1
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n n-1
X

n,p =

p+1 p+2 "
n n 1 n 2 1
XeeeX 0,p+n
p+1 p+2 p+3 p+n ”
. n!
Seit J,  =—J,,,, avec
[Te+K)
k=1
1 0 1 Xp+n+1 1 1
J0,p+n =I0 xP" (I—X) dX=IO xPdx = =
(p+n+1) |, (p+n+1)
N n! 1 n! n!p!
Dou: J, = = -

n+1

ﬁ(p+k)x(p+n+1)_ H(p+k)_(p+n+l)!

*Calculde I, :

En utilisant le résultat de la question 1° on obtient :

_ 1
I,=n""xJ
+1 ll!
=np n+l1
[Te+Kr
k=1
=np+1 n!
(p+n+1)!
p!
=1 =n"" nip!
P (p+n+1)!
] 2
4°si p=n,onaura: I =n""x—"— (n) ,dol lim I =+,
’ 2n+1)!| ntoo
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Exercice 4

Déterminer tous les triplets de réels positifs (x,y,z) solutions

du systéme :

X —y=(z-1)
yz—z=(x—1)2
zz—x=(y—1)2

Corrigé

On considére le systéme :

Xz—y=(z—1)2
yz—z=(x—1)2
zz—x=(y—1)2

ou x, y et z sont des nombres réels positifs

En développant les membres de droit et en additionnant les

trois équations membre 2 membre, on obtient :
2 2 2 2 2 2 .
X +y +z2° -(x+y+2z2)=x"+y +z°-2(x+y+2z)+3, soit

On suppose que x<y,zalors0<x<1,donc x*<x<1 d’ou

X' —y<x-y<0

Or x*—y=(z-1)" 20, il en résulte que x’ —-y=x-y=0.
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Et par conséquence on aura: x’=x et x=y

Si x=y=0, alors x+y+z=3=z=3, mais dans ce cas on
aura: (z—-1)’ =4=x" —y=0 ce qui contredit a la premiére

équation. Doncx=y=1=>z=3-1-1=1.

Ainsi le triplet (1;1;1) constitue la solution unique du systéme

ci-dessus.

Exercice 5 (20 Points)

Déterminer toutes les fonctions f : R - R telles que,

vxyeR: f(x’'-y")= (x-y)E@)+{(y)).

Corrigé de I’exercice 5 :

Soit f une fonction numérique telle que,

VXyeR: f(x*-y’)= R=y)EE) +E(Y)) -ooooeee ()

Pour x=y=0 ona: f(0)= 0x(2f(0))=0=|f(0)=0

Pour x=-y =0 on obtient :

2x(f(x)+ f(—x))=f(0) = 0 = f(—x) = —f(x) , donc f est impaire.
En remplacant y par —y dans I’égalité (1) on obtient :

(X -y = (x4 YEE)+FY) = (+VEE) — F()-++++++(2)
M-2) = K=NEE+ ) - &+ PE@-F¥)=0=> xf(y) = ()
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En particulier, pour y =1 on obtient : f(x)=x.f(1) ce qui

montre que f est linéaire.

Réciproquement, il est clair que toute fonction linéaire est bien

une solution du probléme.

Conclusion : ’ensemble de solutions du probléme est

I’ensemble de toute les fonctions linéaires (du type f(x) =k.x,

keR).
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Corrigé du sujet 4 3éme tour Session 2021

Exercice 1
Soit A, B et C trois points non alignés d’affixes respectives

. 1. . S
z, =ai; z;, =—+bi et z_. =1+ci ou a, b et ¢ sont trois réels.
2

Notons I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]

1) Déterminer le lieux géométrique I' du point M d’affixe z tel

que z=1z, cos’ t+2z, cos’ t-sin* t+z.sin*t , lorsque t décrit R

2) Montrer que T et (IJ) ont un unique point commun.
Corrigé

Méthode 1 :

1) z=1z, cos* t+2z,cos’ t-sin’ t+z.sin*t

& z=aicos* t + (1+ 2bi)cos’ t-sin’ t + (1 +ci)sin* t

& z=(cos’ t-sin’ t+sin® t)+i(acos* t + 2bcos’ t - sin’+ csin* t)
& z=sin’ t+i[ a(1—sin® t)? + 2b(1—sin’ t)sin’ t + csin* ¢

0y
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Posons z=x+iy alorsona

x =sin’t
y=a(l- sin? t)2 + 2b(1 —sin? t)sin2 t+csin*t

x=sin’t
< 2 2
y=a(l-x)*+2b(1-x)x+cx
Donc T' est I’ensemble des points M(x,y) tels que 0<x<1 et

y=al-x)’+2b(1-x)x+cx’ =>y=(a+c—2b)x* +2(b—a)x+a.

1 i1+ ci +
a+c—2b=0:>b=a;c:5+bi=$:>13=%:>B=A*C

ce qui est impossible car les points A, B et C ne sont pas

alignés.
Alors a+c—-2b=#0et donc on a

y=(a+c—2b)[x2+2&x]+a
at+c—2b
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b-a Y b-a Y
y=(a+c-2b)|| x+——— | —-| ——— | |+a
L a+c-2b a+c—2b

2 2
y=(a+c—2b) x+—2=2 j— (b-a) .
at+c—2b a+c—2b
_ 2 2 2 2 _
y=(a+c—2b)| x+ b—a j _b +a” —2ab+a” +ac—2ab
at+c—2b a+c—2b
2 2 _ 2 _ _ 2
y+b +a“—2ab+a” +ac 2ab=(a+c—2b)(x+ b—a )
a+c—2b a+c—2b

C’est de la forme y -y, =a(x—-x,) . Donc T est une parabole.

2)Onal(l,a+b) et J(é,a-l-cj.
4 2 4 2

L’équation réduite de la droite (1J) est

y=(c—a)x+i(3a+2b—c) Q).

L’intersection de la parabole T et la droite (1J) vérifie les

relations (1) et (2) c’est-a-dire :

y=(a+c—-2b)x*+2(b—a)x+a

1
y=(c—a)x+z(3a+2b—c)

:>(a+c—2b)x2+2(b—a)x+a—(c—a)x+%(3a+2b—c)=0

= (a+c—2b)(2x—1)" =0 ce qui montre qu’il y a une unique
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. 1 . .
solution x = 3" Ce qui montre que I' et (IJ) ont un unique

point commun
Méthode 2 :

Z =ZA+ZB=l+a+bi ot ZJ=zB+zC b+ci
4 2 2 2

! 2

3
==+
4

Pour tout point M du segment [1J], il existe un réel k €[0,1]

1 J
tel que M =bar 1k donc son affixe est

z,, =kz, +(1-k)z,

=(1+a+bijk+(1—k)(3+b+cij .
4" 2 4 2

(3 kj (b+c a—-c¢ )
=—=— [+ + k |i
4 2 2 2

Pour que M appartient a T il faut que son affixe vérifie

I’égalité z=2z, cos* t+2z, cos’ t-sin’ t+z.sin*t d’ou

3 k
Z_E=cos2t-sin2t+sin"t=sinzt

b+c¢c a-—c
2

k =acos* t+ 2bcos’ t-sin’*+ csin* t

En multipliant la premiére équation par a—c et en I’ajoutant a

I’équation 2.

3 b+c
Z(a—c)+T=ac0s4t+asin4t+(a+2b—c)cos2t-sin2t
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1=(cos’ t+sin’t)’

Or =cos’t+2cos’*t-sin’t+sin*t

= |cos* t +sin’ t =1—2cos’ t-sin* t|

b+c

D’ou %(a —c)+ =a(l1—2cos’ t-sin’ t)+(a+2b—c)cos’ t-sin’ t

:>%(a—c)+¥=a+(2b—a—c)cos2t-sinzt

b+c
—a=(2b—a—c)cos’t-sin’t

3
=>>=(a—-c)+
4( )

:>(2b—a—c)(c0s2t-sin2t—%j=0

Les points A, B et C n'étant pas alignés alors 2b—a—c= 0 donc

1
cos’t-sin’t=—.
4

2
T 1 .
Ce qui s’écrit (sm2 t_E) =0 donc sin*t =% et comme

é—5=sin2t alors on a E—5=l:>k=1
4 2 2

D’ou I et (1J) ont un unique point commun.

L’affixe de ce point est

(3 k) (b+c a—c¢ ) (3 1) [b+c a—c), 1 a+2b+c,
z=|———|[+| —+—k |li=| ———[+| —+ i=—+———1i
4 2 2 2 4 4 2 4 2 4
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Exercice 2

Soit ABC un triangle, I' son cercle circonscrit. Soit I le centre

de son cercle inscrit, I, le pied de la bissectrice intérieure issue

de A et S le point d’intersection de cette bissectrice avecT .
1° Faire une figure

2° Montrer que S est sur la médiatrice de [BC].

3° Montrer que BS=1S .

4° Montrer que les triangles ABS et SBI, sont semblables.

NB : Le point S est appelé le pole sud de ABC (par rapport a A)
et le cercle de centre S passant par B, C et I est appelé le cercle

antarctique de ABC (par rapport a A)
Corrigé

1° La figure

2°Ona:

SBC = SAC Cocyclicité

= S/ATS bissectrice

=SCB Cocyclicité

D’oit SBC =SCB ce qui montre que le triangle SBC est isocéle

en S donc S e med[BC]

3°On a
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§\BI=S/B\C+(/Z—B\I=<1+[3 or
S/IT3=1£—KIT3=1C—|:7E—(0L+B):|=0L+B

D’ou SBI=SIB alors le triangle SBI est isocele en S . Donc
IS=SB=SC .

4° Comme I/A—STS =BSA=0 et IA/]EE =BAS=aq alors les triangles

ABS et SBI, sont semblables.

Exercice 3

Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs tels que abc=1

1. Vérifier que a® +b* = (a+b)[ (a—b)(a’ —b*)+a’h?

bc ca
5 5 + 5 5 + 5 5 Sl
a+b>+ab b’+c’+bc ¢’ +a’+ca

2. Montrer que
Corrigé
1.0n a

(a+b)[(a—b)@’ —b*)+a’b? |=(a> -b*)(a’ —b) + (a+ b)a’»?
=a’—a’b’ -a’b’ +b’ +a’b’ +a’b’
=a’+b’

2. Comme a-b et a’—b’sont de méme signe alors

(a—b)@' —b’)>0 .D’ou a’ +b’ > (a+b)a’b’ ce qui entraine que
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1 1
<
a’+b*+ab  (a+b)a’b’ +ab

a’+b’+ab>(a+b)a’b’ +ab=>

ab < ab _ 1
a’+b’+ab (a+b)a’b*+ab (a+b)ab+1
_ C
_(a+b)abc+c
C
=a+b+c
ab c
:>as+b5+absa+b+c @).

bc a
On en déduit par analogie que < 2) et
P gled a>+b +bc a+b+c 2)
ca b
ue < 3
q a>+b’+ca a+b+c 3)
La somme des trois inégalités montre que
ab be ca c a b
< + +

5 WS +55 +55 -
a+b’+ab b’+c¢’+bc ¢’+a’+ca a+b+c¢c a+b+c a+b+c

C a b at+b+c
+ + = =

Or =
a+b+c¢c a+b+c¢c a+b+c a+b+c

1

ab be ca <1

D’ou |—— +—— + <
a+b>+ab b +c’+bec c¢’+a +ca

Exercice 4

Soit f la fonction définie de R dans R par

V(x,y)e R? f(x+y) =f(x)+f(y) .

RIVIIIVIAI IO RELUE VIYITIPIAUED INdLIUTIdIED UuE vidun AS) 1uine o 20



Montrer que :
1. VneN, f(n)=n-fQ)
2. VpeZ, f(p)=p-f(1)

3. VreQ, f(r)=r-f(1)

Corrigé

1. f(1)=f1+0)=f(1)+f(0)=

Donc f(0)=0xf(1) , la proposition est donc vraie pour n=0 .

Si f(n)=n-f() alors
f(n+1)=f1)+f(m)=f1)+n-f1)=(n+ D)

2. VpeZ, ona f(p)=p-f(1) d’aprés la question 1.

VpeZ_,I'meN:n+p=0 .0n a f(n)=nf(1) et f(n+p)=0
f(n+p)=~f(n)+f(p)= f(p)=—f(n)=—-nf(1)=pf(1) . Donc
VpeZ, f(p)=p-f().
3. VreQ, 3(p,q)eZxN": r=2 alors

q

p=P P P (qfois) donc
q q

q
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f(p)=f[£+g+~--+g] (qfois)=f[£)+f(2]+---+f(BJ (q fois)
qa q q a) \q q

:»f(p)=qf(3)
q

Ce qui montre que pf(1)=qf (BJ. D’ou 2r(1)= f(BJ. On en
q q q

déduit donc que VreQ, f(r)=r-f(1).
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Corrigé du sujet 5 3éme tour Session 2020

Exercice 1

Montrer que pour tout entier n>1, 3" > (n!)*.

Corrigé
Cette inégalité est évidemment vraie pour n=1 et pour n=2.

Supposons pour la suite n >3

Pour montrer que 3" >(!)* il suffit de montrer que

m(3")> ln((n!)“) < n’Iln3-4In(n!)>0

Or n’2In3-4In(n!)= 4n(n¥— ln(n!)) = 4n(n¥—ln({‘/ﬁ))

n

Puisque la moyenne géométrique est inférieure a celle

n o

n+1) In3
<
4

suffit donc de montrer que ln(

Pour cela on définit sur [3,+c[ la fonction numérique f par

f(x)=x¥—ln(x+l) .

2
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Ona f'(x)=E—Let f"(x)= >
4 x+1 (X+1)

qui est positif donc ' est

. , In3 1 .
croissante et f'(3)= nT_Z> 0 donc f est croissante sur [3,+oo[ .

Comme f(3)=3$—ln2>0 donc Vxe[3,+o[ona f(x)>0 .

D’ou Vn>3on a f(n)>0 c’est-a-dire que Vn>3,

ln( 1 ;_ 1) < n? . Ce qui achéve la démonstration.

Exercice 2
Soit a et b deux entiers naturels.

1) Montrer que pour tout a, le nombre a(a*—1) est divisible par

3.

2) Trouver — s’ils existent- tous les couples (a,b)vérifiant la

condition suivante :

« a*+1 et b>—1ne sont pas divisibles par 39, mais le produit

@@* +1)(b* —1) est divisible par 39 ».

Corrigé
1° a@a* -1)= (a-1Da(a+1)(a>+1)

Comme le produit de 3 entiers consécutifs est toujours divisible
par 3 alors (a—1)a(a+1)est divisible par 3. D’ou a(a*-1) est

divisible par 3.
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2° Comme 39=3x13 divise (a*+1)(b’—1) alors (a*+1)(b*-1)

est divisible par 3 et par 13.
3|@a* + 1)(b* —1) et 3 premier = 3|(a* +1) ou 3|(b*-1) .

La table de congruence modulo 3 montre que

a*=0[3] oua’=1[3] donc 3 ne divise pas a*+1.

D’ou 3|(b2 —1) c’est-a-dire que b n’est pas un multiple de 3.

D’autre part comme
3/ -1y g ) :
= 13 ne divise pas (b —-1) et puisque
39 ne divise pas (b’ —1)

13[(a* + 1)(b*> —1) alors 13|(a* +1) ce qui est impossible car le reste

dans la division euclidienne par 13 de a* +1 est soit 1, soit 2, soit

4 soit 10.
Alors il n’existe aucun couple (a,b) solution du probléme.

Exercice 3

L’objectif est de déterminer la valeur de Dintégrale

= x
1=[; ——dx
3 sinx

1) On pose g(x)=tanx avec X e {0;%{ . Calculer (g7')(x) .

g (2) o

X, ;. V3
2) En posant z = g(-), vérifier que I= ZI 1
2 5 Z
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Nl
3) Calculer ’intégrale J= I ln+Z1 dz.

dx.

4) Déterminer la valeur de ’intégrale 1= I

3 sinx

Corrigé

1. VxeR , (g_l)'(x)=1

2.
X 1 ,x 1 X 1 2dz
z=9g(5)=>dz=—g'(5)dx=—| 1+ tan’ —jdx=—(1+zz)dx:>dx=
&) 283 2( Q)=3 1+7°
Or
X sin(z) 2sin(§)cos(§) 1 X 2
Z=g(5)= 2 _ 2 2 =Esinx(1+tan2(z))= sinx

X 2. X
cos(— 2cos (—
(2) (2)

D’ou sinx =

- - Enplus z= g(i) = x=2tan"'(z) =2g"'(z)
1+z 2

D’autre part x=§:>z=tan%=i et x=2?n:>z=tan§=\/§

3

Alorsona I= I

o1 I3Zg '@, =2J'J5g“(2)dZ
2 s1nx Z :

2z 1+
1+z
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1
3. Posons z=—= )
t Inz =t Int

2+1 2 +1

Donc
$3 Inz L —t’Int —dt _ Int

J= z=J=|¥B . dt=—J=J=0
J.fz+ -[f t'+1 ¢ ft +1

4. Calculons J par une intégration par parties :

u=Inz u'—l
, 1 VD z d’ou
TR A P

J=[g"(2). lnz:|1 - Ig (Z)
5z

=J=g"(v3).m(3)-¢" (%).ln(%)—%l

Donc J = nln3+ win3 —lI:>J= ntin3 —lI
6 12 2 4
ntln3

Or J=0 d’ou |I=

2

Exercice 4

On construit a ’extérieur d’un triangle ABC direct, trois
triangles équilatéraux ABC', BCA' et CAB'. Leurs centres

sont nommeés respectivement O,, O, et O,.
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1) Montrer que AA'=BB'=CC".

2) Montrer que le triangle 0,0,0, est équilatéral et que son
centre de gravité G est celui du triangle ABC.

3) On pose BC=a, CA=b ,AB=c et d=0,0,=0,0,=0,0,.
Soit s I’aire du triangle ABC.

Exprimer d en fonction de a, b, c et s.

Corrigé

1. La rotation de centre A et d’angle g

transforme C en B’ et C' en B d’ou

CC'=BB’ . De méme la rotation de centre B

et d’angle g transforme A en C'et A" en C
d’ou AA'=CC'.

On a donc AA'=BB'=CC'. Soit p cette distance.

Remarquons que (E,%) = (%,]ﬁ) = (ﬁ,@) =

I
3

BO, =~ (BA+BC) L
2. On sait que i -0,0, = 5(AA’ +C'C)
BO, =§(BA'+BC)
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_ 11— —
0,0, =§(BB'+C’C)
Par analogie on a

—_—

0,0, = g(ﬁ’ +A'A)
0,0, = %(H +CC)

0,0,’ = %(AA’Z +C'C* + 2AA'.C'C.cos(E,CTC‘)) _ ipz

Avec le méme raisonnement on trouve
0,0,=0,0,=0,0, =2
12 23 3+1 \/5 °
D’ou 0,0,0, est équilatéral.
Supposons que le plan est muni d’un repére orthonormal

direct, dans lequel on notera Z, I’affixe de tout point M. On

a:

w3

Donc les triangles ABC et A'B'C’ ont le méme centre de

gravité G.

D’autre part on a
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3GO, =GA +GB +GC'
3G02=§+(§+(ﬁ

—_— — — —

3GO, =GA + GC+GB’

—

= 3(GO, + GO, + GO, ) =2(GA + GB + GC) + GA' + GB+ GC' = §

Donc G est aussi le centre de gravité du triangle O0,0,0,.

3. On a trouvé précédemment que d=0,0,=0,0,=0,0, = P

V3
,avec p=AA'=BB'=CC' .
D’aprés Alkashi on a
p? =BB" = AB? + AB"” — 2ABx AB' x cos( AB, AB') .Or
AB'=AC=b et AB=c . Soit o une mesure de ’angle

(E,E) alors (E,ﬁ):(ﬁ,ﬁ)ﬂﬁ,ﬁ):oﬁ%.
D’ou p’=c’+b’ - 2cbc0s(a+§) donc

pi=c’+b’ - 2cb(c0sac0s§—sinasin§) =b* +¢* —beeoso++/3 (besina)

1 \ .
Or s= Ebc sinaa= besina =2s et d’apres Alkashi on a

becosa = %(—a2 +b* +¢?). En remplagant on trouve
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p’=c’+b’ —%(—a2 +b?+¢?)+2s/3

=p’ =%(a2+b2+c2)+25\/§:>p=\/%(az+b2+c2)+25\/§

NG

D’ou d=L\/l(a2+b2+c2)+2s\/§:> d= 1(a2+b2+c2)+£
Y3 V2 6

Exercice 5

On se propose de trouver toutes les fonctionsf : R —» R telles

que pour tous x, y dans R :

f(f(x)+2f(y)) =f(2x)+8y +42.
1) Montrer que pour tous u, vdans R : si f(u)=f(v), alors
u=yv.

2) Trouver toutes les fonctions solutions du probléme.

Corrigé
1) Soit f une solution de I'équation fonctionnelle (E) :

f(f(x)+2f(y))=f(2x)+ 8y +42.

Pour x=0 on a f(f(0)+2f(y))="f(0)+8y +42
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Si f(u)=f(v), alors :

£(0)+ 2f(u) = £(0) + 2f(v) = £ (£(0) + 2f (w)) = £ (£(0) + 2£(v))

= f(0)+8u+42=f(0)+8v+42,d’oll u=v.

2. Si y=_T21 alorsona vxeR f(f(x)+2f(_721))=f(2x) et

d’aprés 1°, on a f(x)+ Zf(_TZIJ =2x

ce qui montre que f(x)=2x-2f (_TZIJ alors f est une fonction

affine qui s’écrit sous la forme f(x)=2x+k ou Kk est une

constante égale a £(0) .

En remplacant dans I’équation de départ (E) par x=0 et

y=0, on trouve :
f(£(0)+2(0))=1(0)+42
f(3k) =k +42
6k +k =k +42

k=7
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Corrigé du sujet 6 3éme tour Session 2019

Exercice 1

4

Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle
rectangle isocele avec BA=BC=a.

Calculer I’aire grisée.

Solution.

On note X ’aire de la partie hachurée située hors
des deux demi-cercles et Y celle située dans les

deux demi-cercles. On note S, I’aire du demi-

tn

cercle de diamétre [BC]et S,celle du quart de

cercle de centre B et de rayon BC. On a donc :

2
1 2
Sz=%nxa2 ;Slz—nx[ij =2

2 2
X=Sz—2S1+Y=%n—2x%n+Y Donc

Soit D et E les milieux respectifs de [AB] et [BC] et F le point

tel que BEFD soit un carré.
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E et D sont respectivement les centres des cercles de diametres

[BC] et [AB] de rayon %. Or FE=FD =% donc F est le point
commun de ces deux demi-cercles autre que B.

La diagonale [BF] partage I’aire Y en deux parties d’aire ;
égale

a ’aire du quart de cercle de centre E et de rayon % diminuée

Y ma? ma?z a?

de ’aire du triangle BEF : —= —lx3x3= —— donc
2 16 2 2 2 16 8
(-2
L _#(a-2)
8
a%n—Z)

Finalement I’aire hachurée est égale a X+Y=2Y=

Exercice 2

Soit un entier n>2

1) Montrer que pour tout n>2 ; le nombre n* +n’ + 1 est impair

et non premier.

2) Si n = 3, déterminez toutes les valeurs entiéres de m pour
lesquelles m®+n’+1est divisible par m — n + 1 et par

m+n+ 1.
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3) Montrez que pour n’importe quel entiern, il y a toujours un
nombre fini de valeurs entiéres m pour lesquelles m” + n* +1 est

divisible par m—n+1letparm+n+1.

Corrigé

1) On distingue deux cas :

-si n=0[2], alors n* =n*=0[2] = n*+n’ +1=1[2]

Ce qui veut dire que le nombre n* +n’ +1 est impair.

-si n=1[2], alors n*=n’ =1[2] et n*+n’=0[2]

=n'+n’ +1=1[2], dans ce cas le nombre n*+n’ +1est aussi
impair. En plus, nous avons :

n+n’+1=n*+2n>+1-n’ =(n2 +1)2 —n? =(n2 +n+1)(n2 —n+1)

ce qui justifie que n‘+n’+1 est non premier.

NB : on peut aussi traiter les deux cas n=2p et n=2p+I pour

démontrer que n* +n’ + 1 est impair.

2) Lorsquen = 3, il est nécessaire que m* + 10 soit divisible par

m — 2etm + 4.0n peut écrire m’ + 10=(m-2)(m+2)+14,ce

qui implique que m — 2 doit étre un diviseur de14.

De la méme fagon, m* + 10=(m—4)(m+4)+26donc m + 4 doit

diviser 26.
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Puisque m - 2 divise 14, alors elle doit étre un nombre parmi
-14,-7,-2,-1, 1, 2, 7, 14 donc m doit €tre un nombre parmi
-12,-5,0,1,3,4,9,16. Comme m + 4divise26, m doit étre un

nombre parmi-30,-17,-6,-5,-3,-2, 9, 22. Les seules valeurs de

m communes aux deux listes sont [m = —5|et/m = 9|.

3) On peut écrire

m? +n’> +1 = (m—n+1)(m+n+1)+2(n2—n+1).

Afin que m —n + 1divise m”+n*+1, il doit aussi diviser
z(n2 -n+ 1) . Pour toute valeur den, 2(n>*—n+1) > 0 et a donc

un nombre fini de diviseurs positifs. Il y a donc un nombre fini

de valeurs possibles pourm.

Exercice 3 : (20 points)

L’objectif est de déterminer la valeur de Dintégrale

T .
I=IE sSinx
0

—dx
v1+sinxcosx

1) On pose g(x)=sinx avec x € {O;g{ . Calculer (g7')(x) .

cosy
\J2+cos(2y)

dz
V327

2) En posant x =§+ y, vérifier que I= ZJ‘OZ dy

1
3) En posant z =siny, montrer que I= Zjoﬁ

4) Exprimer alors la valeur de I en utilisant g™ .
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Corrigé

1) Soit g(x)=sinx avec xe [0;%{

-1\ — 1
P EYE )

Calcul de (g7')'(x) : Nous avons

Or g'(x)=cosx=+1-g’(x) d’ou

1 1

1
€)@= = =
EEO) (g o) VI-¥

alors que:

2) Si x:§+y, nous voyons
x sin . \/1_(c0sy+siny)
L] in x L3
Iz—dx=jj'n 2 dy
" J1+sinxcosx T 1+1 inl Tia
2 2 y
siny If cosy dy
2+cos(2y)

__cosy
I 1/2+cos 2y '[_n1/2+cos 2y
Car la premiére fonction est paire, la seconde impaire et

P’intervalle d’intégration est symétrique par rapport a 0

3) En posant z=siny, on obtient :

J- __cosy dy = Zj‘\/—
1/2+cos 2y \/
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2
4) Pour t= z\g , on obtient :

R
- zj A ﬁjﬁJ_—f[g-‘(x)]f

2jf

T i 1
Et I’on peut conclure : Izde =2g™ [—

* J1+sinxcosx \/EJ

Exercice 4

Soit f la fonction définie par f(t) =% si teR,\{0,1} et
f)=1

1) Montrer que f est continue sur R, \{0} puis justifier

1
existence de I’intégrale j ﬁdt pour xeR_ \{0,1} .
X m

« |
2) Utiliser j f(t)dt pour calculer lillll( ﬁdtj'
X X—> X n

Corrigé
1) f est continue sur R, \{0,1} comme étant un rapport de

deux fonctions continues sur cet ensemble. Calculons la limite
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h
(1+h)In(1+h)’

de fen1;posons t=1+h (h>-1) ; f(1+h)=

on sait que la limite en 0 de est 1. f a donc pour limite

In(1+h)
h

1 en let par suite est continue en ce point. D’ou

®, \{o}

2) (x est évidement supposé > 0) f étant continue sur R, \{0},

elle admet donc une primitive F sur cet ensemble ; j f(t)dt

existe donc et vaut F(x2 ) -F(x)

. 1
Existence de j ﬁdt (on suppose x>0et x=1):
xm

1
La fonction ¢ - —est continue sur R, \{0,1}
n

De plus xet x*sont toujours d’un méme coté de 1.

1 . L.
t_)ﬁ est donc continue sur le segment d’extrémités x et x’
n

J' < dt existe et vaut Ixz [f (t)+ )dt I t)dt+ Ldt
x Int x tint x tint
ce qui donne : F(x2 ) —F(x)+ |:ln|lnt|:|f soit

In x*

F(x*)-F(x)+In =F(x’)-F(x)+In2 car Inx =2Inx

Inx
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F est dérivable sur R, \{0}, elle y est continue, F(xz) et F(x)

. . . . ¥ dt
ont pout limite F(1) en 1, par conséquent lim ld_t= In2|.
X—> X n

Exercice 5

ABC est un triangle d’angles aigus et dont les hauteurs [AD] et
[BE]| se coupent en H. soit [M] le milieu de [AB]. Les cercles
circonscrits aux triangles DEM et ABH se coupent en P et Q
avec P est le point situé dans le demi-plan délimité par (CH)
contenant A. On désigne par R le point d’intersection de (ED)
et (PH) .

—

1) Montrer que RDA=1TPT&puis déduire que les points
B, P, R et E sont cocycliques.

2) Montrer que R appartient au cercle circonscrit au triangle
ABC
3) Montrer que les droites (ED), (PH) et (MQ) sont

concourantes en R,

Corrigé

1) Notons d’abord F le pied de la hauteur issue de C dans le
triangle ABC. Puisque les points E, C, D et H d’une partet A, P,
H et B d’autre part sont cocycliques (en effet : ECH et DCH
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sont deux triangles rectangles de méme hypoténuse [CH] , etle

cercle circonscrit au triangle AHB passe par Pon a :
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RDA =7 — EDA angles supplémentaires
—n—EDH alignement

—n-ECH cocyclicité

=Z,BAC
2
D’autre part R/la=}TPl\A=n—ITBTA=§+§1—&E

Donc |RDA = RPA

Comme RDA=RPA donc les points A, P, D et R sont

cocycliques ce qui implique que

PBE = PBH (alignement)

=PAH cocyclicité
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=PAD alignement
= PRD cocyclicité
= PRE alignement

Donc les points P, B, R et E sont cocycliques.

2) Les points D, E, F et M appartiennent au cercle de 9 points
du triangle ABC (cercle d’Euler passant par les trois milieux des
trois cotés du triangle ; le pied de chacune des trois hauteurs ; le
milieu de chacun des trios segments reliant ’orthocentre et un
sommet du triangle) et puisque les quadrilateres APDR, BPRE,
BCEF et ACDF sont inscriptibles on a :

ARB=PRB-PRA

= PEB-PDA

= PEF + FEB - PDF + ADF
= FEB + ADF

= FCB+ ACF

= ACB

Donc R, point d’intersection de (ED) et (PH) appartient au

cercle circonscrit au triangle ABC.
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3) Soit Q'et R’ les points d’intersections de (MQ) avec le cercle
circonscrit au triangle ABC telle sorte que les points Q', M, Q

et R’ soient alignés dans cet ordre. Montrons que R'=R

Rappelons d’abord que le rayon du cercle circonscrit au

triangle ABC est A—E.\

2sin ACB

Et celui du cercle circonscrit au triangle ABH est
AB AB AB

ZsinK}_ITB - zsin(n—A/CT;) - 2sinKC\B

Donc les deux cercles ont le méme rayon, ils sont donc

symétriques par rapport au point M, milieu de [AB] eton a
MQ=MQ'.

Comme les triangles AEB et ADB sont rectangles d’hypoténuse
[AB] alors le point M, milieu de [AB] est le centre des cercles
circonscrits aux triangles AEB et ADB alors

MA =ME =MD =MB

De la puissance du point M par rapport au cercle circonscrit

au triangle ABCon a :
MQxMR'=MRx MR’ = MA x MB = MD?

en particulier cela signifie que le cercle circonscrit au triangle

DR'Q est tangent a (MD) ce qui veut dire d’apres le théoréme
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de la tangente que 61_17) = I\TI)T) et de ’alignement on a

MR'D = MDQ

D’une maniére analogue on montre que MQeMR’' = ME?et par

suittt MRE=QR'E=MEQ et MR'E = MEQ=MDQ = MR'D
Donc R’ € (ED)

D’une maniére analogue on montre que le point R"”,

intersection de (MP) et le cercle circonscrit au triangle ABC,

appartient a (ED).

Donc les pointsR, R’, R” sont communs a (ED) et au cercle

circonscrit au triangle ABC, alors deux parmi ces trois points

sont confondus.

Or, Re(PH), R" € (MP) et (MP) et (PH) se coupent en P
alors R #R"

De méme R'e (MQ), R"” € (MP) et (MP) et (MP) se coupent

en M alors R'#R”

D’ou R=R’
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Corrigé du sujet 7 3éme tour Session 2018

Exercice 1 :
1° Montrer que Vxe |l;+o0] ona: Inx %
\/_v
2° En déduire que pour tout entier n>2, H
k=2

Corrigé
1° Vx e ]1;+oo[ ona

nx—>1 o inx—Jx+L = 21n(\/§)—\/§+l= 21nt—t+%, avec

Jx Jx Jx
t=x.

Soit f(t) = Zlnt—t+%, Vte[1;+oo[ .Ona

a2 1 —(t=1)
f (t)=?—1—t—2=¥<0

Donc f est strictement décroissante et alors Vte [1;+oo[ on a

f(t)<f(1)=0.

D’ou Vx € |l;+0[ Inx— 1 , ce qui montre que Vx € |1;+0

N

x—1
onalnx< et comme 0<x—-1 on a donc

NS
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Inx

xl\/_

Vx e ]1 +oo[

- . Ink 1
2° En utilisant la question 1°on a : Vk>1; X . Le

k-1 Jk

produit de 2 2 n donne H H

Les propriétés du produit et des fractions nous donnent

(moyennant un changement de variable) :

[Twk . JIwk \ N
— < —k:> =< —k:>Hlnk< Kk I
H(k_l) k=2 k k=2 k=2 k=1 k=2
k=2 k=1

Exercice 2

On considére équation : 1+2* + 2" =y* ou (x,y) sont des
entiers relatifs.

1° Donner une solution particuliére de cette équation.

2° Montrer que si x=0alors x>3ety=2""xm+n(avecm
impair etn=1oun=-1).

3° Déterminer tous les couples (x,y) d’entiers relatifs qui

vérifient ’équation : 1+ 2* + 2" =y?.
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Corrigé
On peut remarquer que si (x;y) est solution alors (x;—y) est

. . 2
aussi une solution car (-y) =y’.

1°Pour x=0ona 1+2'+2*"" =y’ 4=y’ < y=2 ou y=-2

Donc les couples (0;2) et (0;-2) sont des solutions de
I’équation.

2° Soit A(x)=1+2%+2"",

On a A(1)=11 A(2)=37, ces deux nombres ne sont pas des
carrés parfaits donc A(1)=y’et A(2)=y’n’ont pas de
solution, d’ou x>3.

L’équation 1+2* + 2> =y’ est équivalente a

2@ +1)=y’-1=(y—1)(y+1). En plus

2* + 271 = 2*(2**" + 1) est divisible par 2 donc y est impair.
Posons alors y=2n+1 , dans ce cas I’équation va s’écrire
2°2*" +1)=4n(n+1). Comme 2* A(2*"' +1)=1 et nA(n+1)=1

alors 2* divise 4nou 4(n+1).

1¢" cas : Si 2* divise 4n alors soit p leur quotient on a

4 2x+1 1 . .
=2_1x1= -; — g+l +1=p(n+1)=pn+p . En multipliant par
n+

P
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4 on trouve 4(2"+1 + 1) =p(4n+4)= p(p.zx + 4) c’est-a-dire que

4(1-p)

22 +4p=82"+4=(p’-8).2"=4(1-p)=>2" =

P2 +4p=82 4= (p'-8) 2 =4(1-p)=> 2 =~

C X 9 4(1_p) . 4 oy r

omme x >3 alors 2* >8, d’ou 2—82 8. Cette inégalité
p —

montre que 1—p et p’ —8sont de méme signe, ce qui ne peut se

1<p
’<8

réaliserquesi{ =>p=loup=2.p=1=02>8 et

p=2=128, les deux cas sont impossibles.

Alors 2* ne divise pas 4n.

2¢ cas : Si 2* divise 4(n+1). Soit p leur quotient on a
4m+1) 2" +1
p = " =
2 n
8.2 +4=4np=p(p.2*—4)=p’.2* —4p

=2 +1=pn=>

2 2

4(p+1 4(1+ 1+
D’ou 2" = (p )etencore ( p)28:> 5 P>2ona
p -8 p -8 p -8

<-1
{pz g = p=-1oup=-2dans les deux cas il y a une
p°<
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p>-1
=>p=0oup=1oup=2ou p=3,les

p’>8

contradiction, ou {
trois premiers cas sont rejetés, le seul cas accepté est p=3 qui

donne 2*=16=>x=4

4n+1) n+1
>

et comme 3=p= =n=11,d’ou y=23.

Conclusion :

Les couples d’entiers (x,y) solutions de ’équation

1+2*+2>" =y’ sont seulement (0;2), (0;-2), (4;23) et (4;-23)

*Exercice 3 :

On considére intégrale : o(x) = —jox In(cosy)dy, pour[O,g[

T X T X
1° Montrer que : ¢(x)=20| —+— |—2¢| ——— |—xIn2.
que : p(x) @(4 2) <p(4 2)

2° En prolongeant ¢ par continuité en gtrouer alors la valeur

exacte de q)(gj .
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Corrigé
. T X T X T
1° Soit f(X):Z(P(Z-FE)_Z(P(Z_EJ_XIHZ’ VX€|:0,E|:.
o est la primitive sur {0,%{ qui s’annule en 0 de la fonction
x> —In(cosx). Donc ¢ est dérivable sur {O,E{ et
’ A r_e Y
¢'(x)=—In(cosx). De méme f est dérivable sur {0,3{ et
T X T X
f'(x)=¢| =+=|+¢| === |-In2
) ‘P(4 2) ‘P(4 2) "
=—|In cos(£+§J +1In cos(ﬁ—ij +1In2
4 2 4 2
D’ou f'(x)=—ln[Zcos(%+§jcos(%—§ﬂ=—ln(c0sx)=(p’(x).
Comme en plus ¢(0)=£(0)=0, alors on a ¢(x)=f(x).

Ce qui montre que ¢(x)= 2(p[§+§)—2(p(;—§)—xln2 .

2° Le prolongement par continuité donne que

T T Y1 TT X T T T T T
Tlo2p| 24l |-2e[ Z-2|-2 m2=2¢| 2 |-Zm2= o/ 2 |=Zm2
"’[2] "’[4 4) "’(4 4) 2" "’[z) 2" ‘P(zj 2"
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Exercice 4 :

1° Donner les valeurs exactes de COSG_TZE) et sin(i—;j

2° Trouver I’ensemble des couples (x,y) € R*solutions du

systeme :

x° —10x’y* 4+ 5xy* = 8(\/g+\/5)
5x'y —10x%y’ +y° :8(\/3—\/5)

Corrigé

1° e”—e3xe4= +i
2 2 2 2 4 4

o [_1 I][I IJ V-2 542

st J6—2 Sin5_n=\/g+\/5

D’ou cos—=———
2° On sait que sin— = cos| =~ |=cos 5n ﬂ ot
12 2 12 12 4
T T m)_ . (3% J6++2
cos— =sin =sin| — |=———
12 2 12 12 4
En plus
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(x+ iy)5 =x" +5x'yi —10x’y”? —10x’y’i + Sxy* + iy’
=x* —10x’y? + 5xy* +i(5x*y —10x’y’ + y°)

x° —10x’y” + 5xy* = 8(\/E+\/E) (1)

Sx'y —10x%y’ +y° :8(\/3—\/5) (2)

Pour le systéme

on prend (1)+i.(2) et on obtient

*E“/Eﬁ\/g_ﬁ]:zs.eis.

e N5
(x+1y) —32[ 1 2

LT
. . 1— 3
Soit z=x+1iy, on a donc z° =2°.e >, dont les solutions sont les

T 2km

complexes z, = Ze{60+ 5 ], 0<k<4

el
pone 1, =2e5"7) oo 228 1 (1,27

60 60 S

Les solutions du systeme sont les couples (x,y) définies par

2k 2k
x=2cos| =+ | et y =2sin T =T ; avec Kk un entier
60 5 60 5

compris entre 0 et 4.
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Ces couples sont (Zcos%,ZSinl) R (Zcoszs—n,ZSi 25—“) :

60 60 60
2cos£ 2s1n49—n 5 2c0s73—7C 25in73—7E et
60 60 60 60
2cos & , 2sin 97_15
60’ 60
Exercice 5 :

Un octogone convexe A A,A,...A; est inscrit dans un cercle de
rayon non nul. A, A A A est un carré d’aire égale a 5 ;
A,A A A, estun rectangle d’aire égale a 4. Déterminer, en

justifiant, ’aire maximale de I’octogone.

Corrigé

Calcul préliminaire : \

Le c¢6té d’un carré d’aire 5 mesure /5 et sa

demi-diagonale \E .
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Un rectangle d’aire 4 et de diagonale Z\E =10 a des cbtés de

dimensions a et b tels que ab=4 et a’ +b*=10 d’ou

(a+b)’ =18 et (a—b)’=2.Ce qui donne a=2+2 et b=+/2.

— 4
L’angle BOC =0 est tel que sin0= 5 et cosO :% donc

R | 0 2
smE=— et cos—=—

V5 2 s

1° Méthode Géométrique :

L’aire de I’octogone est la somme des aires :
- durectangle A A A A égale a4
- des quatre triangles A;A A,, A, A A, A A A et AJAA

Commencons par démontrer que

si un point A décrit un arc de

B
cercle BC, I’aire du triangle BAC /
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est maximum quand A, est au milieu de I’arc. En effet,
abaissons de A et A, les perpendiculaires (AH) et (A,H,) ala
droite (BC) et tracons la tangente a I’arc en A,. Pour tout

point de D de la bande fermée limitée par cette tangente et la

droite (BC), on a DK <D K =A H,. En particulier, AH<A H,,
I’égalité n’étant réalisée que si A est en A, . Mais I’aire du

. . . BCxAH BCx A H
triangle BAC est égale a XT eton a BC;AH < sz o

I’égalité n’étant réalisée que si A est en A, (figure 3)

Pl ™~
Ny
A RN
y / \ N\
/ \\
/ B \
Ag / ! \ A,

A,

AN

As;

Mais (cf. figure 2) A A, et A A, sont les diagonales d’un carré

et donc perpendiculaires ;

—
si A, est au milieu de I’arc A,A,, A, se trouve au milieu de

—
I’arc A, A, de sorte qu’on maximise en méme temps ’aire des
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deux triangles A;A A, et A,A A, donc aussi celles de A, A A,

et A(A A, voire figure 4.

L’aire de I’octogone est alors :

A=4+A,A,xA B, +A,A, xA,B,

B

=4+ R(a+b)-ab

=3J5

2° Méthode Analytique

figure 5

Posons (cf. figure 5)

ZA,0A, =0, ZA,0A, =6 donc ZA,0A,=6-¢.De

ZA,0A, = ZA,0A, = g on déduit ZA,0A, =§— 0+ et

ZA,OA, =§—(p.
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L’aire de I'octogone est la somme des aires des huit triangles :
A,0A,, A,0A,, A,0A,, A,0A,, A,OA, A,OA,, A,OA,,
A OA, qui sont égales deux a deux en raison de la symétrie de

I'octogone par rapport a O. L'aire du triangle A,OA,, est égale a

i+1

2

RTSin(AAiOAM) . Celle de I'octogone est donc
2| o [T . . . [T
S=R [sm(z—9+(pj+sm(9—(p)+sm(p+ sm(;—(pﬂ
=R’ [cos(e—(p)+ sin(O—(p)+sin(p+ cos<p:|
Et quand A, décrit I'arc A,A,, ¢ variede0a 0.

Posons f(¢)=cos(0—¢)+sin(0—¢)+sinp+coso , f est dérivable
sur [0;0] de dérivée f' donnée par

f'(p)=sin(0—¢)—cos(0— )+ cosp—sing , f' s’annule pour

<P=E

Si 0S(p<g, 0—¢>o, sin(0—@)>sing, cos(0—¢)<cosop doc
' a H 6 '
f'(¢)>0.De méme si E<(p£6, f'(p)< 0. Doc f passe par un

. 0 .
maximum pour ¢ = 2 L’aire de I’octogone est alors

2R? (c0s9+sin9) = 2x§xi= 3\/§
2 2 2

NG
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3° Méthode triconométrique :

Nous partons de I’expression de I’aire de I’octogone obtenue ci-

dessus

R’ [cos(e—(p)+sin(0—(p)+ sinQ + cos<p:| .

On peut écrire

sin@ +cos@ = ﬁ[gsinqwgcoscp} =\/5sin(§+(p) et
cos(0— @) +sin(0—q@) = \/Esin(% +0-— (pj

L’aire s’écrit alors

Rzﬁ[sin(§+ 9—(p)+ sin(%+ (p):| - #[Zsin(g+§)cos(2(p— e)}

La valeur maximale de cos(2¢—0) est 1 et elle est atteinte

0 . .
lorsque ¢ = 3 L(aire maximale est donc

Sﬁsin(g+ %) = S(Sing+ cosg) = 3\/§
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Corrigé du sujet 8 3éme tour Session 2017

Exercice 1

Soit ABC un triangle acutangle (a angles aigus) tel que
(E,A_é) =% [27] et H son orthocentre. On désigne par I le milieu
de[BC] et par D le symétrique de H par rapport al.

Montrer que AD = 2BC .

Corrigé
On remarque que BDCH est un K““a %
M /"Wl-
parallélogramme, donc(BD)||(CH) et ;’ﬁ\‘* Q&f
. LB
(cp)||(BH). Onmn a  aussi(AB).L(CH)et {?; ol e\ D
(BH) L (AC). On en déduit que les triangles ACD ”f "o N

et ABD sont rectangles de méme hypoténuse[AD]

donc les points A,B,C etDsont cocycliques. Le centre du cercle

circonscrit aux points A,B,C etD est milieu 0O de[AD]. D’autre part

’angle au centre(ﬁ,&) est le double de I’angle inscrit(ﬁ,?é) .

Comme (E,A—C) = % [2n] alors (O—B,O—C) = g [2n].
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(08.0€) == 2

On trouve que ce qui veut dire que le triangle

OB =0C

OBC BC=OC=OB=%AD

est équilatéral. On a donc

Exercice 2

Un commerg¢ant effectue trois remises successives sur un boubou
dont le prix initial était de 30000 Ouguiyas et le vend finalement a
22287 Ouguiyas. Quels sont les pourcentages des trois remises

appliquées, sachant qu’il s’agit de valeurs entieres distinctes ? On

donne : 742900 =17 x19x 23 x2* x5

Corrigé

Soient a; b; c les trois pourcentages tels que a<b<c.On a donc :

30000 1- 2 | [1-2 ] [1--°) = 22287 &
100 100 100

3(100-a) (100-b) (100-c) = 2228700
< (100-a) (100—b) (100-c) = 742900
< (100—a) (100-b) (100—c)=17x19x23x2* x5,

Les entiers (100—a), (100—b) et (100—c)sont tous les trois

inférieurs a 100 et supérieur 74,29 donc a 75.
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Comme 17x19>100 d’ou ’existence de trois entiers p,q,p',q',p" et

" = p q —bh= p' q'
q tels que 100—a=17x2 ><5,100 b=19x2" x5 ot

o= p" q" ' "_ ' "_
100—c=23x2" x5 avec PTP'+P _zet q+q'+q _2.

75 100
75<100-a<100 < ﬁsszS"S— . 4,4<2°x59<5,9

17 d’ou donc

2P x51=5 0

on en déduit que P~ et 97 1. on a aussi
" v 1 . '
75 <y <100 (3227 x5 <4,3

p" q" _
2 =753 d’o 2P x5 =4

donc on en

=2 =0 p+p'+p"=2

et =7, Oren remplacant dans

" _ " _ B _
on trouve P =0 et 4'=1 ponc 2=100-17x5=15 :

b=100—19x5=5e c=100-23x4=8

"
déduit que P et

q+q'+q"=2
t

Le candidat peut remarquer que

(100-a) (100-b) (100—c)=[23x4]x(5x17]x[5x19) et en déduire
—_— — —

<100 <100 <100

les pourcentages.

Enfin les pourcentages des trois remises appliquées sont15% , 5%

et 8% (’ordre n’est pas important)
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Exercice 3

Etant donné un triangle ABC rectangle en A , on notea=BC, b=AC
etc=AB . On veut construire deux carrés inscrits dans ce triangle :
Le premier ayant A pour sommet et le second ayant un co6té porté

par I’hypoténuse.

1) Construire les deux cas de figure en expliquant les étapes de la

construction.

2) Exprimer les cotés x et y de ces deux carrés en fonction de b

et ¢ puis comparer leurs aires.

Corrigé

1) Construire les deux cas de figure en expliquant

les étapes de la construction.

- 1¢" cas on utilise la bissectrice intérieure de A M B
N T
I’angle BAC=E (voir figure). Les triangles AMN et APN sont

rectangles et isocéles respectivement en M et en P.

- 2iéme ¢ag on utilise le carré extérieur BCB'C' de
coté BC et ’homothétie de centre A et qui
transforme B'en M'et B en P' (voir figure). Le

carré BCB'C' est transformé en M'N'P'Q'
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2) Exprimer les cotés x et y de ces deux carrés en fonction de b

C . .
et = puis comparer leurs aires.

* Calcule de x : I’aire du triangle ABC est égale a la somme des

aires des triangles PNC, MBN et celle du carré AMNP on a donc :

be _(=x)X  €=0X 2 pon x=L5 .
2 2 2 b+c

* Calcule de y : I’aire du triangle ABC est égale a la somme des
aires des triangles AP'N',P'BQ', N'M'C et celle du carré

N'P'Q'M', Les triangles AP'N' est ’image de ABC par
2
I’homothétie donc aire(AP'N') = (1) x aire(ABC) . Les triangles
a
P'BQ'et N'M'C ont la méme hauteur donc

aire(P'BQ") +aire(N'M'C) = %y(CM '+Q'B)= %y(a —y)donc

2
bec be(y 1 )
—=—|Z| +—y(a—-y)+Vy’ .
3 Z(a) 2y( y)+y

2
¥=%(XJ "L%Y(a—y)w2 & (be+a’)y’ +a’y —a’be=0
a

En calculant le discriminant
A=2a®+4(bc+a’)a’bec=a’(a’ +4be(be+a’))=(b> +c*)(b* + ¢’ + 2bc)’

d’out A=(b*>+c’)(b+c)'>0donc I’équation a pour solution positive

y= —a’ +(b+c)’vb*+¢*  —(b*+c* Wb’ +c’ +(b+c)’Vb*+¢  beyb® +¢’

2(bc+b* +¢?) 2(bc+b* +c?) " be+bl+c?
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Enfin pour comparer les aires de ces deux carrées on fait :
, . b b’c’(b>+c¢*)  , ,(be+a’)’ —a’(b+c)’

X' -y = - = N
Y T b+c) (e+bl+c) (b+c¢)*(be+b? +¢2)> d’ou
,b’c® +bea’ +a’be+a’ —a* —2bca’ (be)*

x’ -y’ =b’c

= >0
(b +c)’(be+b?* +c?)? (b +c¢)*(bc+b* +c?)?

Donc I’aire du carré ayant A pour sommet est supérieure a celle
du carré ayant un coté porté par I’hypoténuse.
Exercice 4

Un nombre palindrome est un nombre entier non nul qui peut se

lire de la méme maniére dans les deux sens (par exemple : 12321).
Si les nombres palindromes sont rangés dans I’ordre croissant, le

premier de ces nombres est 1 alors que 55 porte le numéro 14. On
dit aussi que 55 est le 14™ nombre palindrome.

1) Quel est le 5™ nombre palindrome ?
2) Quel est le 20°™ nombre palindrome ?

3) Donner le rang du premier nombre palindrome a 3 chiffres, puis
celui du dernier nombre palindrome a 3 chiffres.

4) Un jeune mathématicien, spécialiste des nombres palindromes,
protége les résultats de ses recherches dans un coffre-fort dont la
combinaison comporte quatre chiffres. Pour se souvenir de la
combinaison d’ouverture du coffre, le chercheur, 4gé de 22 ans,
utilise le seul nombre palindrome dont le quotient par son rang dans

la liste des nombres palindromes est I’Age du mathématicien.

Quelle peut bien étre la combinaison choisie par ce spécialiste?
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Corrigé
Question 1, 2 et 3.

Liste des premiers nombres palindromes :

9 nombres palindromes a 1chiffres:1 ;2 ;3 ;4 ; é 56 37 38 ;9«9 iéme
Sieme
9 nombres palindromes a 2 chiffres: 11 ;22 ;33 ;44 ; §§ 366 ;77 ;88 ;99 « 18 iéme
14ieéme
19iéme
. . . 202 ;212 ;222 ;---3;292 (38 iéme) — 10 nombres
90 nombres palindromes a 3 chiffres:y . . . ..

909 ;919 ;929 ;---; 9_?_2 (108 iéme) — 10 nombres

108ieme
¢ ¢ Xi unicité ution.
4) L’énoncé admet ’existence et ’unicité de la solution

On peut tout d’abord essayer de dénombrer les nombres

palindromes qui nous intéressent.
Il existe 9 nombres entiers (1, 2, ..., 9) qui sont les premiers.

Puis viennent les nombres palindromes a deux chiffres, faciles a

trouver comme 11, 22,...,99. Il en existe 9.

Puis viennent ceux dont I’écriture posséde trois chiffres, comme 101,
ou bien 242. Ils ont le méme chiffre des centaines et des unités.
Comme on ne peut pas prendre 0, il reste 9 possibilités couplées avec
les 10 cas différents du chiffre des dizaines, soit 90 nombres

palindromes a trois chiffres.

Les nombres palindromes a quatre chiffres ont les chiffres des
milliers et des unités identiques, mais aussi les mémes chiffres des

centaines et des dizaines.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome3 104



C’est le cas de 3223, ou bien de 6776. Ils sont faciles a dénombrer,

puisqu’il suffit de s’intéresser aux deux derniers chiffres.

Pour les mémes raisons que précédemment, on ne peut pas utiliser

0 comme chiffre des unités, ce qui laisse 90 cas différents.

(1001 ;1111 ;1221 ;---;1991 — 10 nombres
——

109i¢me

2002 ;2112 52222 ;---52992 — 10 nombres
——

119iéme

90 nombres palindromes a 4chiffres:-

19009 ;9119 ;9229 ;---;9999 — 10 nombres

Nombres dela |del11a99 |del101a de 10012
palindromes 9 999 9999
Effectifs 9 9 90 90
Effectifs cumulés | 9 18 108 198

Finalement, les nombres qui nous intéressent sont les nombres
palindromes de 1001 & 9999, c’est-a-dire ceux qui sont situés entre

les places 109 et 198.

D’apreés I’énoncé, il faut que ces nombres palindromes soient

multiples de 22.
Comme 22=2x11, on recherche des multiples de 2 et de 11.
Or, tout nombre palindrome est multiple de 11.

Cela ne constitue donc pas un critére de choix.
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(En effet, soit abba un nombre palindrome a quatre chiffres,

on a : abba=1000a+ 100b+ 10b+a= 1001a+ 110b=11x(91a+10b).

Par ailleurs, les multiples de 2 se reconnaissent a leur terminaison,

qui est 0, 2, 4, 6, ou 8.

On a vu qu’il n’existait pas de nombre palindrome a quatre chiffres
se terminant par zéro, donc la liste des éventualités est réduite ici a

40 nombres.
Il suffit maintenant de lister les possibilités.
Il existe 10 nombres palindromes se terminant par 2.

Le premier 2002 porte le numéro 119 dans le classement, alors que

le dernier 2992 porte le numéro 128.

Comme 119x22 = 2618>2002et comme 128x22 = 2816< 2992, on

peut assurer que notre solution est I’un des nombres

2002 5 2112 5 2222 5 2332 ; 2442 ; 2552 ;2662 ;2772 ;2882 ou 2992.

On vérifie qu’il s’agit de 2772, situé au 126°™ rang dans la liste.

AMIMATHS Recueil Olympiades Nationales de Maths 7C Tome3 106



Exercice 5

Soit ABCD une feuille rectangulaire de largeur ¢ D
AB=4 et de longueur BC=6 . Soit R un point de

[AB] (bord inférieur de la feuille) et T un point K
de [AD] (bord droit de la feuille). On replie la o |
feuille suivant le segment [ RT] et on appelle S .

la nouvelle position du point A (coin inférieur \ :

droit de la feuille). Voir la figure ci-contre: B Rle——:—>la
Dans tout I’exercice, on s’intéresse au cas ou S est sur le segment
[BC] (bord gauche de la feuille). On pose AR=x et AT=y.

1) Trouver les valeurs minimale et maximale de x.

2) Trouver une relation entre x et y quand S se déplace sur [BC].

3) Trouver la valeur de x pour laquelle I’aire du triangle SRT est

minimale. Quelle est alors la nature du triangle AST ?

Corrigé

1) La valeur maximale de x est évidemment4, dans ce cas on aura

aussiy=4.

Pour que S existe il faut queAS>4, or d’aprés I’inégalité

triangulaire on aAS <2x doncx>2.
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Il faut que T soit sur le segment[AD] donc la valeur minimale de x est

obtenue lorsqueTest en”. Puisque(RT) est la médiatrice de[AS]

RTA=BAS=a
alors .
Calculons la tangente de o de deux manieres.

. AR SB . S
On obtienttana=—— =" gsoit—=—",
AT AB y 4
Dans le cas particulier ouT=D, on ay =6 et d’apres le théoreme de

Pythagore,SB=6— J20.
On obtient ainsi la valeur minimale x=9-3+/5.

2) La relation précédemment établie permet de trouver une relation

entrexetycar :BR=4-x,SR=xet

SB*=SR?-BR’=x’—(4-x) =8x-16 etSB=2v2x-4. On en déduit

uey= .
q 2x—4

3) L’aire de SRT est%xy = =f(x). Etudions les variations de f

2x—4

surl = [9 - 3\/5,4] . La fonctionfest dérivable sur 1 et

2
2xv2x—4— ————x’
f'(x)= 2V2x—4 , Soit encoref’@):M.
2x -4 (2x—4)v2x-4

On a ge I d’ou le tableau de variations def :
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La valeur minimale de I’aire du triangle SRT estf(g]—i

3) 33"

1 C o .
Notons dans ce cas tana=$= tan%ce qui signifie que triangle

AST est équilatéral.
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