Olympiades Nationales de Mathéematiques 2018

Sélections régionales Niveau 7C 28 janvier 2018

1% tour Durée 3 h

Solution

proposée par AMIMATHS

L’épreuve est notée sur 100 points. Elle est composée de cing exercices indépendants ;
Toute réponse doit étre justifiée et les solutions partielles seront examinées ;

Calculatrice non autorisée

Exercice 1 : (20 points)

ABCD est un carré direct de coté 1, (Q) est un quart de cercle de centre C et passant par B et D.

M est un point variable du segment [ AB] distinct de A et B. Par le point M on trace la tangente a

(Q) qui coupe le coté [AD] en N. Le point de contact de la tangente avec (Q) est nomme T.
On pose AM=xet AN=yavec O<x<let O<y<l1

1. a) Faire une figure et démontrer que : MN=2-x-y

b) En déduire que y=2+xT22

2) Déterminer la valeur de X pour laquelle la distance MN est minimale. Calculer cette distance.

3) Déterminer la valeur de X pour laquelle I’aire du triangle AMN est maximale. Calculer cette aire.

Solution

1° a) Laconstruction de la figure L
Bareme :

C 1° a)Figure :
Isométrie des triangles :
Démonstration de I’égalité
1° b) Utilisationde 1° a) :
Expression demandée :
2° L’écriture MN =f(x)

Etude de f
B Valeur minimale de MN
A -»x—\df — 3° Formule de P’aire a
M ] . Ecriture de acomme fonctionen x

CTM et CBM sont deux triangles rectangles de méme Etude de la fonction a
hypothénuse CM. Valeur maximale de a
En plus CT=CB (égale au rayon du cercle). Présentation + idées
D’o1 les triangles CTM et CBM sont isométriques,
d’ou MB=TM..

De méme les triangles CTN et CDN sont isométriques (méme raisonnement), d’ou TN=DN.

Ona MN=TM+TN=BM+DN=(AB—AM)+(AD-AN)=(1-x)+(1-y)=2-x-y.

b) Ona MN=AN-AM. D’apres le théoréme de Pythagore on a AN” + AM? =MN? . En utilisant la
question précédente on trouve X2 +y? =(2—x—y)’ =4+ x> +y? —4x— 4y + 2xy .

Cette égalité donne 4—4x—4y +2xy =0, et par conséquence :

NFRPFRPNRPRPRPRPNNNRE P W

Olympiades Nationales de Mathématiques 2018  Sélections régionales 1 tour Niveau 7C  Correction proposée par AMIMATHS

1/6




X—=2
_2(x-2)+2
=73
2
=2+——
y X—=2
2) D’apres la question1) ona:
MN=2-x-y
=2-x-(2+i)
X—2
— -2
X—=2
X2+ 2X =2
X—=2

2 —X*+2x=2
X—2 X—2

Soit f(x)=-x-

f'(x)=-1+

2 2-(x=2)

(x-2)  (x-2
(x—2+ﬁ)(—x+2+\/§)
(-2)

Comme x&[0,1] alors —X+2++/2>0 donc le signe de f’(x) est celui

de x—2++/2 qui s’annule et change de signe en X, = 2—+2 etona
alors le tableau de variation de f :

Ce qui montre que la distance MN est minimale pour x= 2—2¢etla

valeur minimale de cette distance est —2+2/2 .
3) Le triangle AMN étant rectangle en A, son aire est donc

ol xe[0,1]. La dérivée fde fest définie par :

£

)

fla)

a(x):lxyzlx[2+xi): XZ_X=X+L2=X+1+L2 avec xe[0,1].

2 2 -2 X=2 X— X—

2 (x_2)2_2=(x—2+\/§)(x—2_\/§)

La dérivée de la fonction aest a’(x)=1—(x_2)z = (x-2)

variation est :

x [0 22 1

[
anr) + (ll —

— N9

- -v.\ll

3
al.)
(1/

Donc Paire du triangle AMN est maximale si et seulement si Xx=2—+/2 et cette aire maximale estégale &

3-22

(x-2)

et son tableau de
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Exercice 2 ; (20 points)

1

S P 1.1
z N . \/5 a a —la-=
Pour tout réel a=0, onconsidére les matrices M, = et N, = 3L a
1
0 3 —a\3 -a
1) Montrer que vaeR*etvbeR*ona : M, xM, =M_ , N,xN, =M, , M, xN, =N, et N,xM_ =N, .

2) Que peut-on dire de (M,)" ? (N,)" oU neN" ?

Solution
a i(a—l) b i(b—%) ab i(ab—ib)
I R o A B VR T VT
0 = 0 = 0 —
a b ab
SIS
b) Nabe= \/§ a 3 b
—a\3 -a b3 —b
ab—ab+— i(ab—%—ab+9) b L(E—%)
N, xN, = J§ a/1=| @ 3\a =M,
0 _ab+24ab 0 a 2
b
d'ot [N,xN, =M,
Al
a —=|a-=
c) M,xN, = 3
o 1
a
ab—ab+9 —
MoxN, = a
N
a
d'ot [M,xN, =N,
. N
d) N,xM, = J3
-b\3
( b
a JR—
N, xM, = V3
—ab+/3
\
dou

2°D’aprés 1)ona: M, M, =M, , d’ot M,.M, =M_, eton démontre alors par récurrence que pour tout

neN,

(M.)' =M,

A 10
. De méme comme N,xN,=M,alorsona N‘,,lxNa=M‘,,,=M1=(0 1J=I eton

a a

(n,)" =

démontrer par récurrence que pour tout peN, etonen déduit que (Na)ZF’+1 =N,|.
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Exercice 3 : (20 points)
1) Resoudre dans zxzl’équation (E) : 3x-2y=1.

2.a) Montrer que, pour tout entier naturel n, le couple (14n+3,21n+4)estsolution de (E).

b) En déduire que vneN les deux nombres 14n+3 et 2in+4 sont premiers entre eux.
3.a) Soit d=pgcd(21n+4,2n+1). Justifier que d=1 ou d=13.

b) Montrer que d=13 < n=6[13].

4) Pour tout entier naturel n>2, on note A=2In’-17n—4 et B=28n>-8n*-17n-3.

a) Montrer que les deux nombres A et B sont divisibles par n-1.
b) Déterminer, suivant les valeurs de n, le pged(A,B).

Solution
1) Le couple (1,1)est une solution particuliére de (E). Pour tout couple (x,y) solution de (E) ona
X =2y =1 .
{3x1—2x1=1 doi 3(x-1)=2(y-1). Bareme ;
1° Mobilisation minimale des acquis 2
2|3(x-1) Solution particulié re 2
. o 2|(x-1) | Solution géné rale 2
Alors 3|2(y—1) et d’apres le théoréme de Gauss on a Raisonneme nt 5
3|(y_1) 20 1
3a2=1 a)
. 2° b) 1
ce qui donne : x=2m+lety=3m+1, meZ 3° a) 2
On vérifie la réciproque facilement. 3°b) 2
Lasolution générale (x,y) de (E) est(2m+1,3m+1), VmeZ.  4°a) 2
. 2 _ 4° b) 2
2.a) Comme, pour toutentier non a 3(14n+3)-2(21n+4)=1 Présentation + idkes >

alors (14n+3,21n+4) est une solution de (E) .

b) La question precédente montre alors que le pgcd des deux nombres 14n+3 et 21n+4 est1 (théoreme de
Bézout), c’est-a-dire que VneN les deux nombres 14n+3 et 21n+4 sont premiers entre eux.

3.a) Soitd=pged(2In+4,2n+1).

Onsait que 2In+4=10(2n+1)+n-6 et 2n+1=2(n-6)+13=21(2n+1)—2(2In+4)=13

Par conséquence d divise 13 et comme les diviseurs positifs de 13 ne sont que 1et 13, onen déduit que d=1
ou d=13.

b) Supposons que d=13. Comme d divise 21n+4et 2n+1alors d divisen—6, donc 13|n—6 c’est-a-dire
que n=6 [13].

Réciproguement si n=6 [13] alors n=13k+6 d’oti 21In+4=13(21k+10) et 2n+1=13(2k +1), donc 13

divise 21n+4et 2n+1 alors 13 divise d et comme d est soit 1 soit 13 alors on a d=13.
D’oit d=13 < n=6[13].

4) a) La factorisation des nombres A et B donne A=(n—1)(21n+4) et B=(n—1)(2n+1)(14n+3).

Ce qui montre que les deux nombres A et B sont divisibles par n—1.
b) Comme 14n+3 et 21n+4 sont premiers entre eux alors

pged(21n+4,(2n+1)(14n +3)) = pged(21n+4,2n +1) =d
D’ot pged(A,B)=(n-1)d.

= Si n=6[13] alors pged(A,B)=13(n-1)

= Si n=6[13] alors pged(AB)=n-1
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Exercice 4 : (20 points)
Soit mun nombre complexe différent de 1. On considere dans cI’équation(E) d’inconnue Z :

(E) :22—(1—i)(m+l)z—i(m2+1)=0.
1. a) Montrer que le discriminant Ade (E) s’écrit sous la forme A=[(1+i)(m-1)] .
b) Résoudre dans Cl’équation(E).
c) Déterminer, sous forme algébrique, mtel que le produit des solutions de (E) soit égal a 1.
2) Ecrire la forme trigonométrique des complexes z, =1—imetz, = m—i, pourm=e¢® (g <0<m).
Solution

Soit mun nombre complexe différent de 1.

On considere dans CI’équation d’inconnue z : (E):2* —(1—i)(m+1)z—i(m2 +1)=0.

1° @) Le discriminant de (E) est

A=[(1— i)(m+1)]2 +4i(m2 +1)=—2i(m+1)2 +4i(m2 +1)= 2i(-m2—2m—1+2m?+2)

= A=2i(m2-2m+1)=(L+i)’ (m-1)" =[(L+i)(m-1)]

b) Les solutions de ’équation(E) sont donc Baréme: - :
1 i)(m+1)—(1+ i)(m _1) I\iloblllsatlon minimale des acquis 3
21:( 5 =1-im ;et i°%)) g
. . B 1°c) 4
Zz=(1 D(m+1)+(1+i)(m 1)=m—i. 5 -
2 Présentation + idées 2

¢) Le produit des solutions de (E) est p= —i(m2 +1) :

p=1<::>—i(m2+1)=1<:>m2+1=ii=i<:;>m2 =—1+i Alors p=1 ssi mest une racine carrée de —1+i .

x2+y2=J§
Si m=x+iy une racine carrée de —1+i alors (x,y) est une solution dusysteme : s x2—y2=-1 .
2xy =1
Le produit des solutions de (E) est égal a 1 ssi m=\/_1-;\/E + i\/1+2ﬁ oum =—\/_1-;\/E —i\/1+2ﬁ

2°) Forme trigonométrique des complexes z, =1—imetz, = m— i, pourm=eg" (g<9<n) :
[ (8-~
zl=1—im=1—ie“’=1+e(9 2)=2005 O = e(2 ‘J. Comme ¢ E,n alors Q—Ee 0,E et cos o = >0.
2 4 2 2 4 4 2 4
D’ou Pécriture trigonométrique de z, est z, =2cos o = cos o n +isin 6 =
g 1 1SSt A = 272 274 274

P ig_,ﬁ i9+ﬂ
Pour z, ona z,=m—i=e®—e2 =2isin 9 = e(2 4j=25in O = e(2 ‘J.
2 4 2 4

Puisque g—g e:|0,g[ alors sin(g—g)>0 et par la suite I’écriture trigonométrique de z, est

. (0 = 06 3n) .. (6 3n
z, =2sin 572 cos §+T +isin §+T
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Exercice 5 : (20 points)

2x+1

x-1

1) Calculer les dérivées premiere, seconde et troisieme de f.

2) Détermine I’expression de la dérivée ™ d’ordre n de f en fonction de n.

Soit f la fonction définie sur 1,4 par: f(x)=

Solution
. . e 2x+1
Soit f la fonction définie sur J1,+oo[ par: f(x)= 1
1) La fonction fest infiniment dérivable sur son domaine de définition D, =R —{1}.
Sa dérivée premiére est f'(x) = _—32 ,
x—1
( 6 ) Baréme :
sa dérivée seconde est f"(x) =——— et Mobilisation minimale des acquis 3
(x-1) 1° (x) 3
L . — L 3
sa dérivée troisieme est f"’(x) = i4 m(x)
(X—l) f (X) 3
2) Pour détermine Pexpression de la dérivée f™ d’ordre nde f | 2 COnjecture £
en fonction de n, on remarque que : DelmSElEen c
Présentation + idées 2

)3 (1) x3x1l
=0
") 6 _ (1) x3x2!
PO e

~18  (~1)’x3x3!

et que f”(x)= (x—1)4 = o)

3><(—1)n xn!

(X _ 1)n+1

Cette propositionest vraie pour n=1 car vraie pour ne{1,2,3}.

Montrons donc par récurrence gue pour tout neN", f(")(x) =

_ 3><(—1)p xp! .
(X_l)p+1
3x(—l)p xp! _ 3x(—l)p+lx(p+l)!

(X _ 1)p+2 (X _ 1)p+2

Ce qui acheve la démonstration et permet de conclure que pour tout ne N*, ’expression de la dérivée ™
d’ordre n de f est calculée par;

Supposons qu’elle est vraie pour une valeur p>1 c’est-a-dire que £°) (X)

Onsait que f(p”)(x):(f(p) (x))' @oir 9 (x)=—(p+1)

3x(—1)n xnl!

=T

Fin.
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