. Olympiades Nationales de Mathématiques 2020
2" tour Niveau 7C 23 février 2020
Durée 3 h
| Corrigé proposé par AMIMATHS |

Exercice 1

* 1 dx
Pour tout k 0N et n[IN, on pose I, =IOW
1+x

La) Calculer I, s I, etl,,.

n,1

a bx+c
b) Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x [] [0, 1] ,on ait : +

3 puis en

+x° 1+x x’—-x+1
déduire la valeur de I, ,.

k
s 1
2)Pour k 22 et n[IN , on pose J =I — X dx.

0 (1+xk)n

a) Etablir une relation entre J ;I | etl _,, .

1 1
b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que J , = k-1 + Kn-1 I,
. e o ;

¢) En déduire une relation entre I, etI _ , pour tout n>2.

d) En déduire I, , .

1 dx 1
l.a) Io,k —Iom—'[odx—l 5
1
Sin#l, I“J:.[ol dx n=|: 1 n_1i| = ll(l—znl_l);
(1+x)" [@-D(1+x)" | n
. e o_frdx _ 1_
Snn—l,lml_11,1_j'01+x_[1n(1+x)]0_1n2.
_l odx P T
Il’z—.[om—[tan t]0—4.
1 a bx +c¢ (a+b)x*+(-a+b+c)x+(a+c)
) 3= + > = 3 =
1+x 1+x x"-x+1 1+x
a+b=0 1 ; ,
—-a+b+c=0sa=—;b=— et c=— .
3 3 3
atc=1
1 1 2
1 _ 3 "33
Donc T = +— .
1+x 1+x x"-x+1
L. -xX+
On peut écrire 1 3=1[ 1 + 2X 2 J
1+x 3\U1+x x"-x+1
3
1[ 1, -x+2 ]_1 1 1 2x-1 . >
3U1+x x*-x+1) 3\1+x 2'x*-x+1 x*-x+1
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3
1[ 1 —x+2] 1 1 1 2x-1 2
- + =— -—. +
3l1+x x*-x+1 3[1+x 2 x*-x+1 1 2+3
*72) T4
3.4
1[ 1 -x+2 ]_1 1 1 2x-1 23
3U+x x*-x+1) 3[1+x 2'x*-x+1 4 1)\’
—|x=-—=1 +1
3 2
1( 1 -X+2 1( 1 1_ 2x-1 1
2 2 =3 LS 20 2
3U+x x*=-x+1/) 3[1+x 2 x’'-x+1 2 1V
—= (x—] +1
J3 2
1( 1 -xX+2 ]_1 1 _1 2x -1 + 1
3l1+x x*-x+1) 3|1+x 2 x*-x+1 '(2 1)2
——=x-—F=| +1
NERNE
1( 1 -xX+2 ]—lgl _1 2x -1 +E 1
3l1+x x*-x+1) 3 1+x 6 x*-x+1 3'(2 1T+1
L -
V3§ 3
1 1_1 1 2x-1 2 1
Enfin, s =-0—-. 2X +-. 5
1+x 3 1+x 6 x —-x+1 3[2 1)+1
e
NEREENC]
1 dx
On a I"s_-[ﬂl+x3
1 1 1 2x -1 2
Alors 113=—Il—dx——'[lzx—dx+—'[l dx 5
3J01+x 670x" —x+1 30(2 1)+1
iy W
NEIENE]
1011 _1 1 _In2 1,1 2x-1 _1 2 L
On a g.[o 1+de—§[ln(1+x)]o —T H gjlomdx—g[ln(x X+1):|0 =0;
et pour EII dx on pose t -ix—i
30[2 IJZH’ B
L -
NEIENE
1
x=0=>t=—+
2
Donc 1 \/get dt =—=dx=> dx =—dt
x=1l=>— \/3
3
20 dx —EI% 1 ﬁdt
30[2 1 2+1 3G +1 2
e
NERNE]
20 dx =_3.[% 1.
30002 1T+1 350 +1
e
V3§ 3
) 1
—Il dx =—3[tan'lt]§
3J0/ 9 1V 3 =
x—) +1 }
NEIENE
2 p1 dx 3 a |
— =—| tan —tan | —
3'[0 2 1]2“ 3( [J—] [\/SD
-
NEINC]
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In2 \ In2+
Alors Il3=n—+n_\/§ . D’ou 113=M.
, 3 , 5

_ 1(1+x5) - lop Lo
'[ ( ) '[0 (1+x )" J“’ (1+x")n_l '[0
L, =[

k 1 1 1 (1 + k) ' 1

0 (1 +XXk_)" dx + jo —(1 " )n dx = IO —(1 . ; )“ dx = jo de = In—l,k =
u(x) =x u'(x)=1

b) Pour n >1; on posant x*7  on obtient -1

! = v(x) = e
Ve (1+x*)" k(n-1)(1+x*)""

1
@ s = L]

(1+x

=1

n—-1,k

1
On trouve J , = X = | T ! .[1 ! o dx
k(n—l)(1+x“) ) km—=1)° (1+x*)

=J .= -1 + 1 1
nk ™~ k(n _ 1)211—1 k(n 4 1) n-1k

Jn,k_In 1,k IIn,k 1 1
¢)Ona - Sl = [ ) _

J. = + I_ nk _ - 1k

T km-12"" k(-1 " k(n-1)2 k(n 1)

. 1,1, 1 1m 2+n 1.3 2+m_8+3n
d)I,,=—+>1L,orl,,=—+=-1 ,=—+—x—= ,donc I ——+—x .
Vo= qgt gl o = la =07 T g 716 4 8 32

Exercice 2
Dans le plan, on donne n points A ,A,, ..., A . On se propose d’étudier I’existence de n points

M,,M,, ..., M tels que A, soit le milieu de I:Msz:I’ A, soit le milieu de [MZ,M3:|..., A, soit
le milieu de [M, ,M, | et A soit le milieu de [M,M, |. On note z,, a, les Paffixes respectives

des points M, et A, .
1) On suppose I’existence d’une solution du probleme.
a) Justifier que : Ok 0{1,2,..,n-1}, z, +z,,, =2a, etz +z, =2a,

b) Montrer que : (1-(-1)")z, =2a,-2a,_, +2a,_,-2a,_, +..+2(-1)""a,

2) Discuter selon la parité de n I’existence d’une solution du probléme.

1.2) Ok 0{1,2,..,n -1}, A, est le milieu de[M,M, ] = a, =% =2, =z, +2,,,.

En plus, puisque A  est le milieu de[Manj alors a, = Z—;Z‘ =2 =1z, +z2,.

b) On écrit cette égalité pour 0,1, ..., n-1 ; et on multiplie alternativement par (-1) :
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(-1)° (2, +2,) =2(-1)"a,
(-1'(z, +z,.,) =2(-D'a,_,
-1’ (z,., +2,.,) =2(-D’a, _,

(_l)n—Z (13 + Zz) = 2(_1):.-232
()" (2, +2,) =2(-1)""a,
=z, +(-1)""z,=2a,-2a,_ +2a, _,-2a, _, +..+2(-1)"a, +2(-1)""a,
= (1-(-1)")z, =2a, —2a,_ +2a,_, —2a,_, +...+2(-1)"a, +2(-1)""a,
2) Remarquons que si on trouve M, alors M, =S, (M,), M, =S, (M,), ..., M, =S, (M,_,).Doncla

recherche d’une solution se réduit donc a trouver M, , c’est-a-dire trouver le complexe z,.
Soit (E) I’équation (1 - (—1)“) z,=2a —2a_ +2a_, —2a_, +..+2(-1)""a,.

On étudie deux cas :

1% cas :

Si n est pair I’équation (E) s’écrit: 0xz, =2a -2a _ +2a_ ,-2a . +..+2a,-2a,.Ce qui équivaut a

a —a _ +a _,—-a _,+..+a,—a =0.

Si les affixes des points A ,A,, ..., A vérifient a, #a_ -a _,+a _, —..-a, +a alors (E) n’a pas de
solution et donc le probléeme n’a pas de solution.

Si les affixes des points A ,A,, ..., A vérifient a =a _ -a _,+a _, —..—a, +a, alors (E) admet tout
complexe z, comme solution et donc le probleme admet une infinité de solutions.

2" cas:

Si n est impair alors I’équation (E) s’écrit : 2z, =2a_-2a , +2a ,—2a ,+..-2a, +2a,

Ce qui équivaut a z, =a, -a_, +a,,-a ., +..-a, +a . Le nombre z, existe toujours, et il est unique.
Donc le point M, existe . D’ou I’existence des points M, =S, (M,), M, =S, (M,), ...,

M, =S, M,,).

Dans ce cas le probleme admet une unique solution.

Exercice 3

Soit A(z)=(z+1)" -1,0a zOC et nON".

1. a) Montrer qu’il existe un polynome B tel que A(z) =zxB(z).

b) Soit B(z) =b, _,z*"" +b, ,z*"* +..4+b,z+b,, quelle est la valeur de b, ?

¢) Déterminer, sous forme trigonométrique, les racines de A dans C . On posera z,,%,,2,,...,Z,,_, avec

z,=0.

n-1 k . . . . 2n-1 k
2.a) On pose P, = H sinz—n . Montrer a I’aide d’un changement d’indice, que P, = sin2—.
= n Kk=n+l n
2n-1 kT[
b) En déduire que, si Q, = ﬂ sin2—, alors P, =,/Q, .
= n
2n-1

¢) Calculer de deux facons |_| z, . Puis en déduire Q_ et enfin P, .
k=1
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1.a) A(0)= (0 + 1)2n —1=1-1=0, donc 0 est une racine de A, donc A est factorisable par z d’ou
I’existence d’un polynome B tel que A(z) =z XxB(z).

b) Comme le degré de A est 2n alors celui de B est 2n-1.
D’apres le développement du bindme de Newton on a

2n 2n 2n
A)=(z+1)" -1= ;c‘;nz" -1=-1+Cy 2" +C, z+ ;c‘;nz" = z(cin + ;c‘;nz"“] alors on a

2n
B(z) =C;, + > C5 z“" avec k=2 d’oi B(0)=Cj, . Alors b, =Cj, =2n.
k=2
) ek ke
) Az)=0 o (z+1)" =1 o z+l=e ™ =e" «z=e" -1
Les solutions z, de I’équation A(z) =0 sont tels que z, =0 et pour tout entier 1<k <2n-1

[k n kn
z, =en —-1= lemk—ne 2n —ZSmkne (2 2“) = |z, =ZSink—n(cos(]—T+k—n)+isin(E+k—nn .
2n 2n 2n 2 2n 2 2n

k 2n-1
On signale que 25in "5 0 car < <X —( n )n<n.
2n 2n 2n 2n
n-1

2.a) P, =ﬂsin12(—n,posons p=2n-k alors k=1=>p=2n-1et k=n-1=p=n+1donc
= n

n-1 2n-1 - 2n-1 2n-1 2n-1
P = “sink—n= |_| sinM = |_| sin[n—ﬂ[) = |_| sin(m) = |_| sin(k—n)
= 2’n p=n+l1 2’n p=n+l 211 p=n+l 211 k=n+1 2n

w1 -l 2n-1 Kk I 2n-1 Kk -l )
b) Q, = l_l sin—= = l_lsin—nxsinﬂx I_I sin—= = I(_lsin—nxsinﬂx I_l sin~2 = ﬂsin—n =P’.
4 2n L A4 2 -

2n 2n LL  2n n 2 Lb 2n

n-1
Or P’=Q, et P, =ﬂsinl;—n>0,ona PR /Qn .

-1 (T, ki

o i)l o ) o)

2n-1 (T ke iZ(Lk—") ) 2n-1
e22n=ek=122"= = U

l-I el(Zn 1) =-1. D’ou l-l zk . _22n—1Qn .
2n-1 2n-1

D’autre part on a B(z) = (Z _Zl)(z _Zz)"'(z Zon- 1) Donc B(0) = r! ( =(-1)"" r! rl or

2n-1

B(0) =b, =2ndonc on a l'l z, =—2n

e —2n n n
Alors -2"7'Q, =-2n D’ou Q, = it = e = e etP =,/Q =P =

Exercice 4

(b + c)2 b* c?
Soient a, b et ¢ des réels. On considére la matrice M =| a’ (a + c)2 c?
a’ b* (a + b)2

1) Montrer que detM = 2abc(a+b +c¢)’

(b+c)’x+b’y+c’z=1
2) Discuter suivant a, b et c les solutions du systéme : a’x+(c+a)y+c’z=1
a’x+b’y+(a+b)’z=1
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(a+c)2 ¢’ ) b’ ¢ b* ¢’
2 a 2 +a 2

b’ (a+b) b* (a+b) (a+c) ¢
detM =(b +c)2 [(a +c)2 (a +b)2 —bzcz} -a’ [bz (a +b)2 —bzcz} +a’ [bzc2 -c*(a +c)2}
detM=(b+c)2((a+c)(a+b)—bc)((a+c)(a+b)+bc)—azbz((a+b)+c)((a+b)—c)+azc2(b+a+c)(b—a—c)
detM = (b +c)’ (a® +ab +ac)(a’ +ab +ac+2bc) —a’b*(a+b+c)a+b—c) +a’c*(a+b+c)(b-a—c)
detM=a(a+b+c)[(b+c)2(a2 +ab+ac+2bc)—ab2(a+b—c)+ac2(b—a—c)]
detM =a(a+b+c)[ (b+c)’(a’ +ab+ac +2bc)—ab*(a+b-c)+ac’(b-a—c)]
detM =a(a+b +¢)[ (b +2bc+c*)(a’ +ab +ac+2bc) —ab’(a+b —c) +ac’(b-a—¢) |

detM =a(a+b +c)[% + ab™ +ab’c +2b°c + 2a’be + 2ab’c + 2abe? +4b2c? + 237 +}

2 2

1) detM = (b +c)

abe? + ac® +2bc’ =a®h? —ab® +ab’c+ac’h — 227 — ac®
detM =a(a+b +c¢) [abzc +2b’c + 2a’bc + 2ab’c + 2abc® +4b*c? +abc’ +2bce’ +ab’c + aczb]
detM =a(a +b +c)[ 2a’bc + 2b’c + 2bc’ +4ab’c +4b’c* +4ac’b |
detM =2abc(a+b+c¢) [32 +b* +c* +2ab+2bc+ Zac]

detM =2abc(a+b +c)(a+b+c)’
detM =2abc(a+b +c¢)’

2.a) Si le déterminant abc (a +b+ c) Z 0, le systéme est de Cramer et on obtient apres calcul :
(a—b+c)(a+b—c) (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c)(—a+b+c)
X = s = et z= .
2abc (a + b+c) 2abc (a + b+c) 2abc (a + b+c)
b) Si abc(a+b+c) =0,ona: abc=0ou a+b+c=0

» 1% cas: abc=0
e Sia=0lesysteme s’écrit :

(b+c)zx+b2y+c2z=1
cz(y+z)=1
b’ (y+z)=1

v Sia=0 et b> Zc? ; le systtme n’a pas de solution.

C’est le méme résultat si (b =0 et ¢ Za*) ou(c =0 et a> #b?).
v Sia=0 et b=c#0 ;lesystéme équivaut a :

dx+y+z =b—12
_1
Y"‘Z—?

1-b’
Donc I’ensemble de solutions est {(O,y,Ty);y O R} .

* Des résultats analoguessi(b=0etc=a#0) ou(c=0eta=b#0).

v Sia=b=c=0 ;lesysteme n’a pas de solution.
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v Sia=0 et b=—c#0 ;lesystéme équivaut a ’équation: y+z=—-

bZ
, 1-b’y
Donc ’ensemble de solutions est (X,y,T); x,yOR?.
* Des résultats analoguessi (b=0etc=—-a#0) ou(c=0eta=-b#0).

> 2"cas:abc#0eta+b+c=0:
Le systéme équivaut a ’équation: a’x+b’y +c’z =1

1-a’x—b?
Donc I’ensemble de solutions est {(X,y,—zy);x,y a ]R} .
c

Exercice 5

On se propose de déterminer une fonction de N - N qui vérifie les deux conditions : f(1) =1et
pour tous les entiers naturels m et n, f(m +n) =f(n)Xf(m) +f(n) +f(m).

1) On suppose qu’une telle fonction f existe.

a) Calculer f(0) (on pourra poser n =0 et m =1).

b) Calculer f(2), f(3) et £(6).

2) Montrer que, pour tout entier naturel n, f(n+1) =2f(n) +1.

3) On pose pour tout entier naturel n, g(n) =f(n) +1.

Montrer que, pour tous entiers naturels m et n, g(n+m)=g(n)Xg(m).
4) Donner une fonction f qui répond au probléeme.

1l.a) f(1) =fA+0)=f()xfO)+fD)+f(0)=>1=1+2f(0)=>£(0)=0
b) f2)=fA+1)=fM)xf()+f1)+f1)=>|f(2)=3

£(3) =£(2+1) =f()XF(2) +ED) +£(2) =1x3+1+3 = [f(3) = 7]

£(6) =£(3+3)=f(3)xf(3) +f(3)+£(3) =7 +2%xT=

2) f(n+1)=f(n)xf(1)+f(n)+f(1)=2f(n)+1

3) Ona: g(n+m)=f(n+m)+1=f(n)xf(m)+f(n)+f(m)+1=f(m)(f(n)+1)+f(n)+1
= g(n+m)=(f(n)+1)(f(m)+1) = g(n)xg(m)

4) g(n+1)=g(n)Xg(1):g(n+1)=f(n+1)+1=2f(n)+2=2(f(n)+1)=2g(n)

Alors g(n) est une suite géométrique de raison 2, et de premier terme g(0) =f(0)+1=1 d’ou

g(m) =2" doit [fm) =2" -1].

Fin.
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