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Exercice 1 : (20 points)

Soit ABCD un carré de coté a. Un cercle I'(O,r) intérieur au carré est tangent a A

(AB) et(AD). Un second cercle I''(O",r"), intérieur au carré, est tangent //—\
(0]

extérieurement a I' ainsi qu’aux droites (CB)et(CD). Soit S la somme des aires des
cerclesT et T" .

1° Exprimer r+r" en fonction de a. \ /
2° Quelles sont les valeurs maximale et minimale deS ? - -

Corrigé

1° Exprimer r+r" en fonction de a.
Les centres O et O’ des cercles étant a égale distance des cotés AB et AD pour ’un
et des coté CB et CD pour I’autre, les centres des deux cercles sont situés sur la

diagonale [AC] et les rayons r et r* des cercles vérifient
OA+T+r'+OC=ay2 or OA=r2 et O'C=r"\/2 d’o
(r+r')(1+J§) = av2 donc r+r' = a(2—«/§).

2° Quelles sont les valeurs maximale et minimale deS ?

La somme des aires des deux cercles est S = n(r2 + r'z) = g[(r + r')2 +(r- r')z]

donc

T 2

S =—[(6—4\/§)a2 +(r—r’ ]

2 ( ) Baréeme :
Les cercles étant situés a I’intérieur du carré de coté a, leurs rayons restent 1° OA=r/2
LA o . a . 3 o'C=r\2
inférieurs a > Onen deduit que si r = 2 alors r'= a(z— \/5] donc 20 valeur de S

3 a Smin et Sma}x . .

chaque rayon appartient a ’intervalle |:a[§— \/5] ) Ei| . Presentation, redaction et idees

OnaS= g[(6—4\/§)a2 +(r - r')z] . On en déduit immédiatement que cette aire est minimale quand

2
r=r' = a[l— g} etvautalors S=S_, = 11:(3— 2\/5) a’. Et qu’elle est maximale quand r est maximal et

3
r' minimal (ou inversement) c'est-a-dire quand r =% etr'= (E—«/Eja.

On obtient alors :

S=S,. =g[(6—4\/§)xa2 +(—1+ ﬁ)zxaz}
=1{g—3«/§}az
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Exercice 2 ; (20 points)

On se propose de déterminer tous les entiers npour lesquels \/n +124/5 —\/n —124/5 est un entier. Si tel est le

cas on pose k =\/n+12\/§ —\/n—12\/§ .

1° Montrer que 4k’n=Kk* +5x24*.

2° En déduire qu’il existe un entier m tel que km=24.
3° Montrer que k est un entier pair.

4° En déduire les valeurs de n pour lesquelles \/n+12\/§ —\/n—12\/§ est un entier.

Corrigé

1° k=\/n+12\/§—\/n—12\/§:>k2 =2n—-2yn° =5x12° = 2n—k* =2{n*-5x12* =

(2n-k?) =4(n? —5x12?) = 4n’ —4nk® + k* =4n’ — 4x5x12° = Baréme :

Ak =K* +4x5x12% =k* +5x 242 ;

2°Ona 4k’n=k* +5x24? = k(4nk —k®) = 5x 242 = (5x 24) x 24 ce qui o

montre que k divise 24. D’ou I’existence d’un entier m tel que km=24. 4°

3° k* =4nk® —=5x 24> = k* =2(2nk* =5x2x12*) = 2‘k4 = 2|k, d’ou k Présentation, rédaction et idées

est un entier pair.

4° Si k est un entier alors il serait un diviseur pair de 24, donc k e {2;4;6;8;12;24}

Oron a 4k’n=Kk* +5x 24’ et km =24 ce qui montre que 4k’n=k* +5xk’m* = 4n =k’ +5m’

2 k=2=>m=12=4n=2°+5x12°*=>n=181

> k=4=>m=6=4n=4°+5x6"=>n=49

2 k=6=>m=4=4n=6%>+5x4>=>n=29

2 k=8=>m=3=4n=8°+5x3°=109 ce qui est impossible car 4 ne divise pas 109.

2 k=12=>m=2=4n=12°+5x2>=>n=41

2 k=24=>m=1=4n=24" +5x1° =581 ce qui est impossible car 4 ne divise pas 581.

Alors \Jn+12y/5 —\n—12/5 est un entier si et seulement si n e {29;41;49;181}

Exercice 3 : (20 points)

Soit n un nombre naturel. Notons P, la propriété : « n’ —1 est multiple de 12 ».
1° Montrer que P, est vraie si n est un nombre premier autre que 2 ou 3.
2° Donner un exemple de nombre compose (c'est-a-dire non premier) n pour lequel P, est vraie et un autre pour
lequel P, est fausse.
3° Sinest compose, a quelle condition sur n la propriété P, est-elle vraie ?

Corrigé
1° nest premier différent de 2 et 3 donc N est impair et par suiten —1etn + 1sont tous les deux pairs. On en déduit
que(n—1)(n+1)=n*—1Lest divisible par4 . Les entiersn — 1, N etn + L sont consécutifs donc I’'un d’eux est
divisible par 3.Commen est premier différent de 3 alors 3 va divisern—1ou E—
n+1let donc3divisen’ —1=(n—1)(n+1). 4 et3sont premiers entre eux % 8
et divisent n* —1donc leur produit 3x4 =12 divisen* —1. 2° 4
2° Pourn=250nan’—1=625-1=624=12x52, vérifieP. . S o4

Presentation, rédaction et idées 4

Pourn=60nan’—1=36-1=35non divisible par 12 ne vérifie pasP, .
3° La condition pour qu’un entier composé vérifie P_est que N ne soit pas divisible par 2 ni, par 3.

En effet si N était pair alorsn—1et n+ 1seraient impairs et donc 12 ne divise pasn® —1. Si N était un multiple
de 3 alorsn—1et n+1ne seraient pas divisibles par 3 et donc 12 ne divise pasn® —1.
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Exercice 4 : (20 points)
Soit p et g deux nombres rationnels strictement positifs. Pour tout xe[0;1] , on pose, f.._ (x)= _[Oxt" (1-t)"dt.

1° a) Montrer que (1+p)f...(X)—af,,.. o (X) = X" (1-x)"

N R
b) En déduire que Vnel", _[Ot”(l—t) dt=(2n+1)'

2°) Montrer que :(p+q)(1+p+0)f,.,(X)-paf, ... (X)=x"(1-%)" ((P+a)x-q)

Corrigé
u'=t° U=
1° a){ Caot T Pl = (e (0= [P @=0] +0fp1.04(X)
v'=-q(1-t)°

:(1+p)fp;q(x)_qu+l;q—1(x)=Xp+1(l_x)q
b)Ona [ t"(1-t) dt=f, (L)or (L+n)f,., (1)=nf,,. () =T, (1)=%fmm_1 (1).

p . "y . p 1 n (n!)2
On démontre facilement par itération ou par récurrence que _[0 t"(1-t) dt =W
2°a)Ona (1+ p)fp:q (X)_qu+1;q—1(x) = Xp+1(1_x)q . Bareme :
Or fop s ()= 7 (1-t) " dt= "t (1-t)"" (1-(@-1))dt [1))&) i

a-1 2°a) 8

:I (1-t)" dt- I (1~ t) de= fP s (%) =Tpsq (% ) Presentation, redaction et idées 3
D’ou (1+p)f,. (x )=q( S 0.0 (%) )+xp+1 (1-x)’

=(1+p+q)f. (X)=af .., (x ) x"*l(l x)' Q)

Or d’aprés 1° on aqu;q_l( ):pfp_l;q( )—Xp (1—X) et f,,. q( ) fp_l;q_l(x)—fp;q_l(x).
D’oit (p+0)f,..,(X)=pf, .0 (X)-x*(1-%)" (2

Donc : (p+a)(1+p+9)f.., (x)—paf ... (X)=x"(1-x)"((p+a)x—q)

En multipliant (1) par p+q et en utilisant (2), on trouve que :

(P+a)(L+p+a)f, ,(X)=a+a)f, ., ()+P+qx"* (1-x)

= (p+ Q)(1+ P+ )0 (¥) = (Plys s (¥) =X (L=X)") + o+ )X (21 -x)’

Do (p+09)(L+p+0)f,., (X)=paf,;. o (X) =X (1-x)" ((P+a)x—q)

Exercice 5 : (20 points)

Soit ABCun triangle dont les longueurs des c6tés sont toutes différentes : BC=a, AC=bet AB=c. On note
A, la bissectrice intérieure de I’angle A et 8, sa bissectrice extérieure.

1° 1, etJ, sont les points d’intersection de (BC) respectivement avecA_etJ, .
a) Calculer de deux maniéres différentes les aires des triangles ABI, et ACI,.

b) En déduire que : I, = bar{(B,b);(C,c)}. Montrer aussi que : J, = bar{(B,—b);(C,c)} .
2° Soit | le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC . Montrer que : | = bar{(A,a);(B,b);(C,c)} .

3° Soit Dle point tel que ABCDsoit un parallélogramme, Nun point du segment [AB] et P le point du
segment [BC]tels que : AN=CP. Les droites (AP)et(CN) se coupent en Q. Montrer que la droite (DQ) est

bissectrice de I’angle ADC .
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Corrigé

1° a) Chaque point de la bissectrice est a équidistant des deux
cOtés.

Soitd=d(1,,(AB))=d(1,,(AC)). Soit Hle pied de la
hauteur issue de A dans le triangle ABC.

L’aire A du triangle ABI, est telle que
2A, =Bl,xAH=ABxd
L’aire A, du triangle ACI  est telle que

2A,=Cl,xAH=ACxd

A, Bl B
b) Le calcul du rapportdonne : —t=—2=—= E. .
A, ClI, AC a Baréme :
1°a) 6
aBl, =cCl,
Alors : cest-a-dire que : I, =bar{(B,b);(C,c)}. b) 4
I, €[BC] 2° 4
BJ, =cCJ s :
abJd, =, Présentation, rédaction et idées 3

De méme on montre que{ c’est-a-dire que

J, = bar{(B,—b);(C,c)}.

J, ¢[BC] et J, €(BC)

2° Les points jouant le méme role, on considére I, intersection de la bissectrice intérieure de B avec (AC) :
Alors|, = bar{(A, a);(C, c)} Par associativité le barycentre du systéme {(A,a) :(B.b);(C, c)} esta
Pintersection des bissectrices (AI a)et(Bl b). C’est donc le point | intersection des bissectrices intérieures du

triangle ABC. Alors| = bar{(A,a);(B,b);(C,c)}.

3° Soit R Pintersection des droites (AP) et(CD). Pour

montrer que(DQ) est bissectrice de I’angle D il suffit de
montrer queQ ={(A,DR);(C,AD)} (cf 1°b)).

Ce(DR)
Dans le triangle ARDona: {Pe(AR) ,d’aprés Thalés on
(CP)0(AD)
a: E—Eou encore E><AD CP.
DR DR
Qe(CN)
Onaaussi: sQe (AR) , d’aprés Thalés on a : g—g—é—gou encore %x CR=AN.
(CR)O(AN)

Mais AN =CP et par swteg—gx CR= %x AD . En simplifiant par CR on trouve :

ADx QR =DRxQA
QA _AD " Alors: { N O est-adire que :Q =bar{(A,DR);(R,AD)}. Ce quil fallait

QR DR’ Qe[AR]

démontrer.
Fin
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