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Corrigé
proposé par AMIMATHS

Exercice 1

La police a interrogé quatre personnes témoins d’un vol commis par un homme dans un
magasin. Voici leurs déclarations concernant la description du voleur :

L’agent de sécurité : "Il était grand, portait une chemise blanche, un pantalon noir avec un
bracelet.”

Le gérant : "'ll était grand, portait une chemise verte, un pantalon rouge avec un bracelet."”
Le caissier : "'l était grand, portait une chemise rouge, un pantalon vert sans bracelet.™
Le client : "Il était petit, portait une chemise verte, un pantalon noir avec un bracelet.”

Peu de temps apres, le voleur est arrété. Les policiers se rendent compte alors que chaque témoin
a donné un renseignement exact, mais un seul.
Peux-tu maintenant trouver les informations exactes ?

Corrigé

Pour identifier le voleur la police a besoin de quatre caractéristiques Baréme -

différentes. Une réponse compléte 20

Chaque témoin a donné une seule caractéristique exacte. Eliminer la répétition 5

Deux témoins différents ne peuvent pas donner une méme Taille du client 3

caractéristique exacte. Couleur de la chemise 3
. ) o oy Couleur du pantalon 3

Si non, on n’aura pas quatre caractéristiques différentes. Etat du Bracelet 3

Toute caractéristique qui se répete est donc a éliminer. Idée, rédaction 3

Témoin Taille | Couleur chemise | Couleur pantalon | Bracelet

Agent sécurité | Grand | Blanche Noir Avec

Gérant Grand | Verte Rouge Avec

Caissier Grand | Rouge Vert Sans

Client Petit | Verte Noir Avec

Le voleur est de taille petite, ce qui élimine les trois autres caractéristiques données par le client :

Témoin Taille | Couleur chemise | Couleur pantalon | Bracelet

Agent sécurité Blanche Noir

Gérant Ver Rouge

Caissier Rouge Vert Sans

Client Petit | Ver Noir

Dans la ligne de I’agent ne reste qu’une seule caractéristique « Chemise blanche ».

Dans celle du gérant ne reste qu’une seule caractéristique « Pantalon rouge ».

Dans la colonne « Bracelet » ne reste qu’une seule caractéristique « sans bracelet ». Alors on
élimine la couleurs « vert » et « rouge » dans la ligne du caissier.

En conclusion : le voleur est petit, la chemise est blanche, le pantalon est rouge et le voleur est
sans bracelet.

Témoin Taille Couleur chemise | Couleur pantalon Bracelet
Agent sécurité Blanche

Gérant Rouge

Caissier R Ve Sans
Client Petit
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Exercice 2
Soient a, b, ¢, d des reéels strictement positifs tels que a+b+c+d=4.
bcd acd N abd abc

4
< —
Montrer que o) + @-b)  (4-c) v G4—d)? ~ 9

et déterminer les cas d’égalité.

Corrigé
D’aprés I’inégalité des moyennes arithmétique et géométrique (MA-MG) 3/bcd < b+c+d_ 4;8
N 4—a : , de 4—a Bareme :
b - o= _ = Dalcllic .
d’ou bcd s( 3 ) et par conséquent G_ay < TR Une réponse compléte 20
MA-MG 5
. acd 4-b abd _4-c abc 4-d
Par analogie on a < , < et < b+c+d
: (4-b)* ™ 27 ' (4-c) " 27 T (4-d)’ 27 Yfbed < 2
- bcd acd abd abc 16-(a+b+c+d) 12 4—
Par addition + + + < = — ) 4-a
4—a)?  (4-b)  (h—-c) = (4—d)’ 27 27 el E
bed 4
Donc de2+ aCd2+ abd2+ abC2 <4 — b S 4
(4-a)® (4-b)* (4-c)® (4-d) 9 (4-a) 9
. . Cas d’égalité 3
$be =b+§+d@b=c=d doncilyaégalit¢sia=b=c=d=1 Idées &rédaction 3
Exercice 3

Soit T, un cercle tangent intérieurement & un cercle T, en un point A. Soit P un point de

I, distinct de A. Les points B et C sont les points de contact de T, avec ses tangentes issues du
point P. Les droites (PB) et (PC) recoupent le cercle T, respectivement en deux points Q et R.
1) Montrer que QAR = 2BAC.

2) La droite (BC) coupe le cercle T', en deux points E et F. Montrer que si le triangle PEF est
isocele en P, alors les points B, C, Q et R sont cocycliques.

Corrigé

1. Montrons que QAR = 2BAC

Méthode 1:

QAR =QPR cocyclicittde A, P, Q,R

=QBC+BCR alignement et R.Chales
=BAC+BAC Théoréme de la tangente

D’ou : QAR = 2BAC.
Méthode 2 : Le triangle PBC est isocele en P.
(E,ﬁ):(%,ﬁ) cocyclicité de A, Q, P, R.

(@,ﬁ) = (@, ﬁ) =n- 2(@, @) = 2(@, @) = 2(@, E) (Théoréme de la tangente)

2. Supposons que PEF est isocéle en P donc (EP,EF)=(FE,FF).
Onamodulo = :
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(@@F(?@) Alignement de P, Q et B

=(ﬁﬁ) cocyclicité des points P, Q, Ret E
=(EP.EF)+(EF.ER) Relation de Chasles Bareme :

. . ] Une réponse complete  20pts
=(FE,FP)+(PF,PR) Hypothése + P, E, F et R cocycliques Figure soignée 5 pts
=(FE.PR) Relation de Chasles QAR = 2BAC Spts

_— L . C, B, Q et R cocycliques 7 pts
—(CB,CR) C.B.E, F alignés aussi C, P, R Idée, rédaction 3pts

D’ou la cocyclicité des points C, B, Q et R.

Exercice 4
Trouver tous les réels x, y, z et t tels que :

X+y+z+t=12
Xy +XZ+Xt+yz+yt+zt=54

Corrigé
Solution 1:  Soit S=xy+Xxz+Xt+Yyz++yt+zt

(X+y+z+t)? =144 et (X+y+z+t)° =X +y’° +2° +t°+2S Baréme :

Une réponse compléte 20

Donc x*+y*+2z°+t*=144-108=36 Solution particuliére
On remarque que (x+y+z+t)2 = 4(x* + y* + z° + t2) x? +y?+2% +1% =36
alors d’aprés I’inégalité de Cauchy Schwarz X=y=z =_t =3
A+ Y2+ 22 +12) 2 (X+ Y + 2 +1)? Idée, rédaction

Le cas d’égalité est lorsque x=y=z=t d’ou x=y=z=t=3

Solution 2 :  Soit S=Xxy + Xz + Xt +yz + +yt + zt

(X+y+z+1t)> =144 et (X+y+z2+t)°=xX"+y* +2° +t°+2S

Donc x*+y’+z*+t*=144-108=36

On remarque que
(x—y)2+(y—z)2+(z—t)2+(t—x)2+(x—z)2+(y—t)2=3(x2+y2+22+t2)—28
Alors (x=y)> +(y—2)*+(z-t)* +(t—x)* + (x—2)* +(y —t)* =3x 36 —2x 54
Dot (X=Y)’ +(y=2)" +(z—-t)*+(t=x)*+(x=2)*+(y-t)*=0

Alors x=y=z=t=3

Solution 3 : Soit S=xy + Xz + Xt +yz + +yt + zt
(X+y+z+t)>=144 et (X+y+z2+1)>=x"+y° +2° +1* +2S
Donc x*+y’*+z*+t*=144-108=36

—=3 et =,[—=3
4 4 4 4

x+y+z+t_\/x2+y2+22+t2
4
(MA-MQ) est Vérifiée si et seulement si x=y=z=t. Alors x=y=z=t=3

2 2 2 2
On remarque que XF¥y*+2z+t_12 \/X +y*+2°+t° (36

Donc

et cette égalité des moyennes arithmétique et quadratique

4
]
7
3
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Solution 4 : On suppose que X, y, z et t sont les racines d’un polynome P de quatriéme degré en X:
P(X)=(X-x)(X-y)(X-z)(X-t) c-a-d P(X)=X*-12X* +54X* +dx+e
Alors P'(X)=4X®-36X%+108X +d
P"(X)=12X* — 72X +108 =12(X - 3)’
Donc P(X) = (X — 3)* d’ou le polyndme P a quatre racines égales x=y=z=t=3.

Exercice 5
Résoudre dans 7’ ’équation 2x’y— 122x* — 33y = 2023

Solution

2x’y— 122x* — 33y = 2023 = 2x*(y— 61) = 33y + 2023 = 2x*(y—61) = 33(y— 61) + 4036
= (2x*—33)(y—61) =4036 =4 x 1009

Les diviseurs de 4036 sont 1; —1; 2; —2; 4; —4; 1009; —1009; 2018; —2018; 4036 et —4036.

Or 2x*—33 est impair alors ses valeurs possibles sont : \
1; —1; 1009; et —1009 Bareme :

2 _ 2 . . Une réponse compléte 20
2x°—33=1009= x“ =521 ImpOSSIt_ﬂe. - {zxz_ 33)(y — 61) = 4036 7
2x* —33 = —1009 = x> = 488 impossible. Diviseurs de 4036 5
2x* —33=1=x* =17 impossible. Les deux solutions 4

Idée, rédaction 4

2x? —=33=-1=>x*=16=>x=14 , dans ce cas
y—61=-4036 = y=-3975

Donc I’équation a exactement deux couples deux solutions (4;-3975) et (—4;-3975).
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