République Islamique de Mauritanie Bacca |a u réat

Honneur — Fraternité — Justice

Ministére de I’Education Nationale Séries : C & TMGM

Direction des Examens et de I’'Evaluation <‘\2017 Epreuve: Mathématiques
~Sessio

Service des Examens Durée: 4 heures
4 orkale Coefficients: 9 & 6

Exercice 1 (4 points)
Le plan complexe est muni d’un repére orthono
1) a- Soit a un nombre réel, résoudre da

s I'équation d’'inconnue z :

b- Soient f et g les transformations do € : . ons complexed:z - z'=1-iz et
g:z2 - z"=z-i.Déterminer la na igfies de chacune des transformations

fetg.

z,=1-iaetz,=a-iola=¢€"
2) a- Montrer que le triangle IM

a- Vérifier que z; =

a une ellipsel’ dont g
b- Préciser les somn

Exercice 2 (6 points)
ABC est un triangle équi

1) a- Faire un%ure
horizontale.

re de I'angle@s.
queQ Ol et que les pointsQ, A et | sont alignés. Placer alor9 .

b)Vérifier que M,,,,00(QB)

n
raturel n, on poseL, =M M ,, et S, =ZLk exprimer S en fonction de n, puis
k=0

Exercice 3 (5 points)

e—nx

Pour tout entier naturel n on définit la fonction f sur R par: f (x) = T+
€

et soit (C,) sa courbe
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représentative dans un repére orthonormé&o;i, j) .
1) Montrer que toutes les courbegC,) passent par un point fixe a déterminer.
2) a- Dresser le tableau de variation dé, .

b- On considére les points M et N de la b

les coordonnées de A, milieu ([(MN] , que repré e
0 1 c

c- Construire (C,) et (C,) dans l¢
4) On suppose que n est stricteme

d’abscisses respectiveg et — x. Déterminer

ques-par rapport a I'axe des ordonnées.

a- Montrer que limf (x) =0 € . Interpréter.
Exercice 4 (5 points)
Soit f la fonction définie
1) a- Dresser le table
g 1 ,
b- Déduire que pour to ation f(x) =ﬁ admet dans l'intervalle [1,\/3} une seule
solution noteea,
c- Prouver que la suite(a, e,/en déduire qu’elle converge
In(k +1) _ccnlnx _Ink
2) a- Montrer %pourt ) i S ent sipérieur a l, ona:———* —-dx<
) q O p (k +1)2 .[k X kz
b- Utiliser I%Ite pour exprimer en fonction de n l'intégrale _[ —-dx, n22
3) Pour ictement a 1, on poseSn=|2—22+g—f+lroj+....+mT?
In(n
dxs —Lz)
(n)
+(n- + +
(n 21)In(n)SSn < 2+ 3In2_ 1+ In(n)

4 n

(In2)*™ ot =ijz(lnx)”d
k! " onldt x?

n
non nul, on pose : U, =Y.
k=1

(In2)" . .
< En déduire la limite de |,

n!
_ (|n2)n+1
T T2 (n+ 1)
2 n
¢- En déduire que<InON® | == 1['”2 (in2)",  (in2)
2 2/ 11 2 n!

d- Exprimer (u,) en fonction del . En déduire la limite de (u,) .
Fin.
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Corrigé

Exercice 1

Le plan complexe est muni d’un repére om )
1) a- Soit a un nombre réel, résolvons dans
z:  (1+i)Z2-2(a+ ) z- €1+ i)(E+ 1F

a=(-2(a+ 1)) -4 1+ ) (- )&+

! 2(1+ )
_2(a+1)- 2(a- 1)i_ a aH I+
2- 2(1+ i) -

s={a-i1-ig

b- Soient f et g les transformati

g:z—z"=z-i. Déterminons
transformations f et g.

f(z)=-iz+1 comme|-il

ar ues expressions complexes:z»z'=1-iz et
éléments caractérigues de chacune des

1 1 1
1-(-i) 1+i 2
9(z)=z-i

g est la translation d

2) Les points%,%1

a=¢€*, ad]0,a{

0
i) .C'est a dire le vecteur( 1)

espectivesz, =1-i, z,=1-iaetz,=a-iou

a)Ona

. est rectangle en |, isocele elirect.
er le liewmgéomeétrique du pointM, lorsque a décrit I'intervalle ]01{ on constate

AM, =1

ez,=1.Alors{/~ — Tt
(u,AM 1) =a —E[Zn]

Donc M, appartient au cercle de centre A et de rayon 1.

En plus O<a<me “Mea-T<T alors —1—T<(G,AM1)<]—T
2 2 2 2 2
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Donc lorsquea décrit I'intervalle 0,i{ , M, décrit le demi- cercle(C,) de centre A et de rayon 1,

situé a droite de la droite d’équationx =1 d’extrémités exclues.
Pour le point M, :

z,=a-ie z,+iza= z,+i=€* .Alors

Soit B le point d’affixe z; =-i . Alors

{FUMWﬂ) =a [2n] % : ‘t

M, appartient au cercle de cen
D’autre part, lorsque a décrit I'in
ona0< (GB—I\/IZ) <7 [2m]
Alors M, decrit le demi- cerc

de rayon 1, situé au dessus de lad
y = =1 d’extrémités exclues.

C1

e 1=

L

[

c) Pour écrire z, et z,sous forn
procéde a des modifications d

(g (a_m
Pour a appartenantal ‘ a=>z =1-i¢"= & + i 2) = ZC{S%—]—:J (é 4)

Le module dez, est|2cos

afgument dépend du signe déco{%—gj :

a_m (if-l‘)
itielle dez, est: z, = ZCO{E-ZJ 274

E_ %r _ 32 ) (33) . 2c{% . LB (57

—+E . Son argument dépend du signe deco E+1—T :
2 4 2 4
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Dondz,| = 2co{%+]—:) etargz, =%—

Dol la forme exponentielle dez, est: %2

3) Soit M, le point d’affixe z, =isina +ia
a) Le point G est l'isobarycentre des points

+

En posantz, = x+iyon a alo
com | .
+

G(x.y)= x+iy =1

= <
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Dans le repere(Q;i,]) :

L’équation réduite de I'ellips

Les sommets dd” sont :
-3

Alors dans le repére(O;i, j)

Pour calculer I'excentricité~a

irect de coté 4 cmet

de cercle circons ints I, J et K sont les

milieux re ifs_des

est le milieu de [AA"]. Donc

il existe un unique

glissante.
On peut aussi remarquer quego g(A') = A#A' ce

qui montre que g n’est pas une réflexion. Donc g est
une symétrie glissante.
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Pour la forme réduite de g :
L'axe passe par les milieux des segmenf8A]et [A'B] car g(B)=A et g(A’) =B . Alors c’est la

droite (AB).

g=tﬁ°SAB=SAB°ﬁ

c) La rotation r est telle que :

Le centre der est le point A inte
[CB] et [JK] sont confondues.
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Méthode 1 : On a

sM)=M'=>

MMZ2=CM?+M "2 M x@

’ point fixe :
(MM ') passe par un point fixe , ce point

(MQ MM

I
6
Donc (MB ﬁﬁ 7]

droite (MM ') passe parB.
M et M’ sont alignés

MAT) WA MM ) [

VA )+(MAMB) [n] car BO(MM )
o 1,W)+GT,C§) [1]

M et M’ sont alignés .
4.a) On poseMy=Alet OnON, M _,, =s(M,)
M, =s(M,)=s(A) =B

Ona
- M,=s(M,)=s(B) .

alors M, =B
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Pour construire M, ona:

Par conservation de configuration, le trianglel 2 C ral direct (semblable a ABC). Ce qui
permet de construire M,. On remarque ausghgue tangle est rectangle enM, . donc M,

appartient au cercle de diamétre[ B

b) Vérifions que M,,,0(QB)
On sait que M ,,; =s* (M )
M 2017 =52016(B)

La transformatio.n s est uhe pOSE
directe d’angle 2016x13[ . C'est-a-O [ 2'[] ).-Alors c’est une homothétie de centre
;NH e que M,,,,0(QB).

Donc M_. M

n+l

Donc (L,)

enx

on définit la fonction f, sur R par: f (x) = v e

— et soit (C,) sa courbe

es les courbe¢C,) passent par un point fixe :

sisse x est commun a toutes lesurbes alors f,_,,(x) =f (x) pour tout n.
e-(n+l)x _ g

1+e™ 1+ ¢€”

s NX

e—(n+l)x =g

-(n+1)x=-nx
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D'ou x=0
Or f.(0) =% donc toutes les courbegC ) passent par le point de coordonnée(so;%J

2.a) Tableau de variation def, :

1
1+e™
Donc lim e™ =+w = lim f(x) =0 , i

X = =00

Ona f,(x)=

N -
f, (X) _—(1+e‘x)2 >0

appartient a (C,)alors le point M (—x;y) appartient a (C,)
qQ C At/

A0

X -00 o+

f, (%)

\ 0
f1(x)
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c- Construction de (C,) et (C,) dans le méme repeére
Chacune des courbe&C;) et (C,) admet deux asymptotes horizontales d’équationsy =0 et

y =1. Elles coupent (Oy) au point d’o%@%
Popop oo D e

4) On suppose que n est str
c- Calcul de limites et %

—NX

—X

Iingmf J(x) =lim

Xoto ] 4

Interprétation : la courbe (C,) adme . rizontale d’équationy =0 en +oo

lim  (x) =lim

x_.-oo1.|.

limf (x) =+ car n-1>0= lime"™" =+ et
X = =00 t = 400

tlirgm(e't +1)=1

f.(x) T
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5) Soit (u,) la suite définie par : u,_ =J'Olfn(x)dx, nON
a) Commef  est continue sufo0,1] ,f, admet des primitives suf0,1]. Alors (u,) existe.

1 e
Ug =J.olf0(x)dx =J.011+e'x o =I: 1+ ¢

b) Pour vérifier que u, +u, =1;ona:

dx

1 1
U, +U, =jof0(x)dx +Iof1(x)dx =

_— 1-¢™
Verifions que u,,, +u, =
n

n

1 e—(n+l)x 1 LS

Uy + Uy = [ £ 00dX + [ F L (x)d
=], —dx +j € X
1+¢€ 01+

°0 1+¢€”

=u, =1-el-1+ In(—lze]=—51+ ||—(_1-|2- e)

—(n+1)x e—nx
n+)x<-nx =>e ™ < e™ =0< <

1+e* 1+ ¢e*
——dx-d'ou O<u,,, <u,
1

ante et minorée (minorée par zéro). Alselle est convergente.

e—nx 1 e—nx 1
<& & d| & d
1+ & I + & IO
I U AU |
o N n

. Alors d'apres le théoréeme des gendarme#im u =0 .

. - Inx
fest la fonctlo. -= inie sur |0; +odf par : f(x)z7

1.a) Tableau de variation de f.
. o Inx o 1 o
lim f(x) —Il%+7—lirpw;zlnx £ +) - =—o0

x-0*
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lim f(x) =lim (In—xxljzo* lim In_leim £=O+
car

X — +00 X — 400 X X X — +00 X X—.+ooX

1.2
=X X~ =2x%xInx
Ox O ]0;+ed , f'(x) =X >
()
, 1-2Inx
1
f(x)20 « 1-2Inx20 = Inx<—

_In(e)_ 1

X 0 ot
f'(x)
f(x)
0
N
b) Montrons que pour_tout entier %} n f(x) =% admet dans l'intervalle [1,\/5] une seule

solution notéea, :
- La restriction i |=|:1,\/E:| est continue et strictement croissante et

f(l) =J =[o,2ie]
- Deplu%@z& 0 ‘ <
Donc d’a@

dans l'intervalle

=0,167<—1= 0,184 . Alors DnZG,EEIJ= 0,—1 )
2e n 2e

s intermédiairepour tout entier n > 6, 'équation f(x) =H admet

26, %=f(ah)etn—4l_1= f(a,, ) donc f(a,)>f(a,,)et comme f est

e} alors a, >a,,, etlasuite(a,) est strictement décroissante.

In (k +1)<Ik+1|nx Ink

out entier k strictement spérieur a1, ona: - < dx
(k +1)

ko x? k?
+1 donc f(k +1) <f(x) <f(k) car f est décroissante SL[r2,+oo[ . Alors
c jk+1|n(k +];) X<Ik+lm—2)(dx<jk+llnl: v
ko (k+1) ko x ko k

In(k +12) jk+ldXS k+1|n_xdxsm k+1dX
(k +1)

Soit ) « 32 2 k
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In(k +1) - «+ _ pkslnx Ink +
W[XI ! SJ‘k 7dXSF[XI '
In (k +1) J-k+1|n_x

Par conséquent ——~< >
(k +1) kX

b) Pour exprimer en fonction de n lintégrale- d , on utilise une intégration par

parties :
u(x) =Inx
On posey 1 Alors
\) =—
J.nln—;(dx=
2 X

In2 In3 Inn
= +

+ ...+ .
2 F n’

In(2)

Donc : S, - sj‘:lzl(—;(dxssn—m

"oy (n?
In2 n+(n-1)Inn 2+ 3In2 1+ Inn
- <S < -
n? " 4 n
nlnx 1+In2 1+Inn
I - dx = -
2 X 2 n
. IN2 ¢ninx Inn
édente on a S, —?sjz7dxs S 7
- La premiére inégalité s’écrit : S, s|n—22+_[n Inzx dx
2 2 X
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+ +
DonSns|n22+1 In2_1 Inn
2 2 n

P Inx Inn
- La seconde inégalité s, 2 [" - dx+

2 X2
1+In2_ 1+ Inn%n
2

Dons, 2 5

n n
1+In2 1+Inn Inn N2  1+In2\ 1&r
Alors B <S, < 2t N/

4) Pour tout nON" ,ona: u

a) Montrons que : OnON", 0< I,
Ox0[1;2], 1s x< 2= O< |

Dautre part Ox0[1;2], 1<

Inx)"
Par produit Os%s

Donc OnON", 0< |,

N\

Pour la limite de |

Donc d’ap%e hé

Onal, =

On utilise parties :

u'(x)=(n+ 1)1(In x)"
ors X

v(x)=—1
X
Inx)" . In2)""
1 )Z) dx, d'ou In+1=—( ) +
ntJr  x 2(n+1)!
In2 n+l
Donc OnON" " —lu
2 (n+1)!
In2)? In2)"
c) Pour montrer que : OnON" In=1—E IL2+( ) +( )
2 2 1 2! n!
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utilisons la relation : OnON", I ,, =1 -~ —"—

n obtient :OnON", 1 =1__1[

2 2| 1 21 77 nl

in2, (In2)" “(|n2)“]

k!
2+ (|n2)2 . (In2)n]=| =_1——1In2[ 1+(|n2)1 + (InZ)“q:l

1! 21 77 nl

yona liml =0 donc lim un=i

N+ n o+ n2.
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