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Direction des Examens et de I'Evaluation 2018 Epreuve : MATHEMATIQUES
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SERVICE DES EXAMENS Session Norma cg:;gge:ts?grgss

Exercice 1(3 points)
1° On considére I'équation (E) 25x-49y= 5, ou X €

admet des solutionsentieres.
b) Vérifier que le couple(10 ; 5) est une solutio

c) Préciser les points d’interse
d) Déterminer les foyers et les

AFEB eADGH soient des carrés directs.
egmerBCl, [CG] et[GA].

1° Représ
2° SoitR,

étrie glissantdont on donnera la forme réduite

gui transforme B emM et Aen D
et une mesure de I'ayle de S
de S appartient aux cercle:T", et I, circonscrit respectivement aux

1° a) Résoudrel/équatjon différentielle (E) :y" —6y' +8y= 0.
b) Déterminer Ia tiony, de (E)dont la courbe passe par le poinA(0,-1) et admet en ce poin
une tangente horizontale

2° Soit f la fonction définie surR par f (x) =e* - 2¢ et (C) sa courbe représentative dans un repére
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orthonormé (O; i T) .

f(x)

a) Calculer et interpréter les limites suivanteslim f (), lim f () et lim —==

X = +00

b) Dresser le tableau de variations de
3° Soit g la restriction de f sur l'intervalle | =M

a) Montrer que g réalise une bijection d l'intervalle

-1
b) Calculer et interpréter lim ")
x--1 x+1

c) Soit (C') la courbe deg™. Montrer que
d’abscissea tel que -0,6<a <-0,5.
d) Tracer dans le méme repere les courbds
e) Donner I'expression deg™ (x) .

4° Soit S l'aire de la partie du plan
a) Montrer que S= ZJ':(x— f(x)) dx.
b) Calculer la valeur de S en fonie

Exercice 5 (5 points) %

Soit la fonction f définie sur }-1,+od

On note (C) la courbe représentati

1. Montrer que lim f(x) =
X -=1*

2. a) Calculerf'(x) et
b) Calculerf'() i

c¢) Calculer Faire A
droites d’équati

=n, pour n un entier natureln >1.
Partie B:

: 1 1 1 1 =
Soit (U E;QMe =—fQ)+=f(2Q)+=f()+...+—f(n-1)= f(k) .
(U.) ST W+3I @+ @)+t 0 -1)= 31 )
1° Poso
-In (n +1)
< kk+1%<i puis en déduire que—+|nn <S, <1+Inn.
kadt 1 . Ly 1 1 , 1
-<|, 757 Puis en déduire quel-—+ - <S! <2-~.

k +1)
1

n’

: %—25 U, +In((n-1)!) <

Sk
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Corrigé

Exercicel

1.a) Pour appliquer I'algorithme d’Euclide on effeduetes_divisions euclidiennes successives :

st égal I-Alorpgcd(49, 25k -
L'équation (E) : 25x-49y= 5 admet de i entieres carlpgcd(25,49 divise 5.

b) Pour vérifier que le couplgl0 ; 5 hﬁﬁm ere de (E), on remplacdans (E) :
On a 25x10- 4% 5= 256- 245 est une
Pour résoudre (E):

=5
On sait que pour tout couple ‘
auerp ple (¢ 10- 49 5= ¢
Ce qui implique, par soustraction, que
Ce qui équivaut & : 25(x— 10) = 49
Cette derniére égalité montre qu
Or pgcd(49,25F .,
L R . _|x=49k+10
Ce qui équivaut a : « il e ; soit
y =25k+5
Réciproguement ; quel quesoi ontreen remplacant dans (E) que le couplé49k+ 10, 25k+ 3

est solution de(E) .
Conclusion: Ié@utio es couples de la form§49k + 10,25k+ 9§ aveck OZ .
¢) Pour tout entier p©

q 49| = OqOZ : 25p= 49¢+ 5
= 25p-49g= 5
\ ~ (p,q) est solution de( B
_ p =49k +10 K

0z
g=25k+5
s de p comprises entre 19602618 :

1960< p< 2018= 196& 49% 18 20:
= 1950< 49k< 2008
= 49x 39+ 3% 49%k< 4% 4% 9

= k=40
ple de 49 (nombre du typ 49k) compris entre49x 39+ 3¢S et 49x 41+ 9. C'est
valeur possible de p egi =49x 40+ 10= 197(. Donc p =1970

iste un“unigque entier p compris etre 1960 et 2018 tel que 25p= 5 49

Donc5x = 7k +1 ce qui prouve quebsx = 1[ 7]
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D’autre part si le couple (x,y)est une solution de (E) alors25x- 49y= & ce qui montre que49y = 5(5x- 1).
Donc 5 divise le nombre49y . Or 5 et 49 sont premiers entre eux ( 5 est presti et ne divise pas 49) , alors 5
divise y. C'est-a-dire quey =0[5]

b) Si x=3[7], alors 5x=5x 3 7 . Donc 5x = 1[
Réciproquement : les restes de divisions possibieé!
{0,1,2,3,45}

Dressons le tableau de congruence modulo 7 p

X [71 |1

50

On en déduit que5x = 1[ 7] implique que x=3
Conclusion :Pour tout entier relatif X : 5x i~et seulément sk =3[7].

3.a) Dressons le tableau de conwe\m
N

25)

Alors I'équati
{5x— 7y=5

5x+7y=1 '
L’addition
relatif). On concl

P(3i) = (3i)° - (1+ 4i) (31)* - (9- ) (3i) - 6+ 18i
= —27i+ 9+ 36i— 27i- 3- 6+ 18i
=0

Alors le_ nombre Aestin evacine de P . Donc ils existent deux nonds complexes a et b tels que pour tout
P \ az+ 1) , utilisons le tableau d’Horner pour les déterminer:
1]-1-4i| -9+ | -6+18i

3i 3i | -3i+3 | -18i+6
1] -1-i | -6-2i 0

D'ou a= e
Alors pour tout
byOnaP(z)=0« z-3i=0 ou z- (* )= 6 2

Dunepart z-3i=0- z=3i

D’autre part, le discriminant de I'équation z° — (1+ i)z— 6- 2i= Qest
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A=(1+i)+4(6+2)=24+10i= 25 ¥+ x % #( 5 ¥
D'ou d=5+i est une racine carrée de\ .

1+i+(5+i) =1+i—(5+i)=

Alors les solutions de cette équation sorgt= =3+ietz > -2.

Conclusion: L’ensemble de solutions de I’éq% 2,3i,3+ i}

c) En remarquant que -2/ <|3il<|3+i| ; on a alo
Construction :

z, =3+i=>A(31)
z, = 3i= B(0;3)
z. =-2= C(-2,0)

_ -5z, +67 + 127

A

-5+6+12
_—5(3+1i)+6(3i)+12¢ 2)
o —S5+6+12
_ —39+13i
AT 13

ZI=zA+zA.
2
_3+i+(-3+i)
At T
z, =i

Alors le centre del™ est le pointl(0,1).
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Les demi-longueurs des axes sont= 1A =fz, -z, =|I3+i-i|=[3[=3 etb=1B =z, -z, |=[3i -il=]il=2

J5

N ) — c
donca>b, dot c=va —b? =/9- 4=+/5 et par consequent I'excentricité dd”™ este=—=>e=—.

a 3
b) Le centre del’ est le pointl(0,1). Ses de%mg s axes somt 3 et b= 2. Alors, une équation

N |
cartésienne del" dans le repere(O; i, j) est (x 20)

3

2 _a\2
9 4
c) Pour déterminer les coordonnéegx;

C'est-a-dire :

del avec(Ox), on résout le systéme :

: X% Y? X=X
itede ' est—+—=1; avec
9 4 Y=y-1
a? a’
t les draites D etD' d’équations respectivesX =— et X =——.
c

Donc X=i et X =- 9

J5 V5

x=i etx=—i car X =x.

J5 J5
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Exercice 3
1) Représentation graphique :

ABCD est un parallélogramme tel que(AB,AD) == et AB =2AD.
4
AFEB et ADGH sont des carrés directs. |, J él&l@e@e&gectifs des segmenisC], [CG] et[GA].

C

2.a) La composéd =

rotation R, . D'otfestu

‘AT

b)OnaR,(D)y=H ca

f(D) =T(R (D)) =T,

Pour carac@hs\'?r

D’aprés 2.a) I'angte

N

QD =QG

unique pointQ qui vérifie

o5.06)="
(QD,QG)—2

[2n]

Dans le parallétogramme AFEB on a AF =BE
Donc DF =CB +BE .
Alors DF =CE
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DF =GC CE=GC

D'aprés 3.¢) :4/— — on obtient< . .
P ) (DE,Gc) =’—2T [2n] (CE,GC)=g [2n]
CE=GC %
Doncq{/— —. ce qui montre que e st rectanglesocéle indirect en C .

T
CE,CG)=-— [2n
)=-2 [2n]
Donc ECG est rectangle isocéle direct en C.

b) On a EC =CG #0 alors il existe un uni

¢) Un antidéplacement g dans le plan estt éfiex-ou.Une_sym
Les segment{EC] et [CG] n'ont pas la méme 'm
symétrie glissante.
On peut remarquer aussi que sig est une-réflexalc £ C implique que g(C)=E . Or

st unersgtrie glissante.
gui sont respectivement | et J. D’ou I'axe de g €s

étrie glissante.
g n'est pas unméflexion. D’ou g est une

la droite (13). En plus, commego g(E)="G ituation-de chaine) alors le vecteur de g e%tﬁ mais

d’apres le théoreme des milieux on & [ J~~Bane la forme réduite de g esy = t5;05, =8 °t;.

N

b) Le centre Qﬁs Vé :
On sait qu@ﬁ

S
B-A
A-D.
FoF
Le triangle BAF rectangle isocéle direct en Aglors son imageADF' ,par S, est aussi rectangle isocele
direct en D=S( A). C’est exactement le cas du triangle ADG d'olF' =G . Donc S(F) = G.
On sait que le cercle, est de diamétre[BF] . S transforme le segmedBF] en[AG] qui est un diamétre de
r,.Alors S(r,)=r,.
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d) Pour tout point M de T, différent de A et B, on a par cocyclicit¢ {MA,MB ) =EA,EB’) [r]. Alors
(VA MB) =—g [l @

D’autre part on a {S( M)=M . Alors (W%) )——[T[] (2)
S(B)=A

Par addition de (1) et (2) on obtient :(I\7fA, I\ﬁ) i e que les points A, M et M’ sont

alignés.

Si M est confondu avec A, alors les poj réd 1 deux points A et D car

S(A)=D).

Si M est confondu avec B, alors les point éduits en deux points B et A car

s(B)=A).

Conclusion: Pour tout point M de

Exercice 4

A+B=-1 A=-2
= = .
A+2B=0 B=1

Donc on ay,(x) =-
2) La fonction f est
a) On aXILr[\wf(x) = Ixi[n_me P 2% A 1C Lrpmf(x) =0 car XILr[\mex =0et par conséquent la droite
d’équation y =0est une
Ona limf(x) =lime?

X = +00 — +00 X — +00 X — +00

:ZX x lim (e -2) . Donc Ilmf(x) =+00 car lim e* =+ow.
( )

i (e 2 =2) . Donc lim —= =+ car

X — 400

Tableau de

T |— 0 +00

S| - 0+

0 +00
fl@) \_ 7

x —00 O

g/(x) — 0
0

g (x) \ 1

La fonction g est continue et strictement décroissee sur | =]-e,0].
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Alors g réalise une bijection de | sur son imageiitervalle J =f (1) =[-1;0] .
-1 -1 i

g (x)=Iim g (x)-g*(-2
+1  x--r X=(-1)

-1 _
et par conséquent lim 9 G0 _ iy ¥=0 %

-1 x+1  y-0g(y)-g(0 i

b) lim

x-=-1" X

.En posantg™(x) =y onaalorsx=g(y) et (x - -1* = y - 0)

-1 —
D onc lim g—(X)— oo car lim 9()
x--1* X+1 y-0" Yy
La limite trouvée est celle du taux d’agcroissemerde: . Cequi implique que la courbdC')

ale-dirigée vers le bas.

. La fonction h est continue et d%

On peut écrire h'(x) = (2¢ - 1)’
On constate que le nombre-1++/2
de h'(x) est celui de2e?* - 1-+/2:

. Iﬁufz}@ )S_1"E1+f2J
2 2 2

1+f2]'

il est claire quex < 1In (
2 2
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e) Pour trouver I'expression deg™(x) , on posey =g(x) et on écrit x en fonction de y :

be(C) et la droite A se coupent au point d’abscissé et la droite

0
0] . On en déduit que S, =L(x— f(x))dx et par conséquent on

+ )1—(—102——1 B+ 2"e))
4 2" 4

trouve S=2!0(x—f X
b) S=Zj‘:(x—f X))

Partie A

=$—(x +1)In(x +1), OxO]~1,+eof

lim f(x) ==, 0N a:

X - =1*

posant t =x+1 ona(x - -1" = t - 0") Donc lim (x +1)In(x +1) =limtint =0 ~
X--1* t-0*

X—=1

Par addition : lim (%1 —(x +1)In(x +1)) =-o00. Ce qui montre que lim f(x) = —o0.
X X =1*

Interprétation graphique : la droite d’équation x =-1 est une asymptote verticale a la courbe (C).
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e Pour montrer que limf(x) =—c0,0na:
X = 400

. X
lim —=1
Xoto X 4+

ind )| =400

Par soustraction on obtient lim f(x) =—oco .
X = +00

N
e Pour calculer lim Q ona:

Xt X

jim 1) —jim (L—X—”m(x +1)] =L o lim X et im In(x +1) =+ .
Xt ¥ Xt X471 X 1 Xo40 Y X = +00
On en déduit que la courbe (C) admet une bra cen+oo de direction (Oy) .
(x+1)-x 1
2. a) Pour calculerf’(x) on a:f(x) = =——— —~|In(x +1) +(x +1)(—) |.
) Pour calculerf (x) on a:f(x) == rena RO R e G
1
Donc f'(x) = =In(x +1 .
&) (x+1)2 ( )%
S 1 -2 1
" Ari ' . O (X f'(x) = -
Pour trouver f"(x) dérivons f'(x) : a 1,donc (x) x+1F x+1

f'(x) 20 sixO 1,0
Alors : { ) ]_

f'(x) < Osi XD&\&
3. a) Tracons I(e table iation"de f en utBiant les résultats précédents:

T
f)

AN f(x)

b) La courbede
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X ) +1 -
4.a) Pour caIcuIer_[OttTldt on peut écrlrettT1=t L 1=1 1

t+1 t+1

x t

J‘O ﬁdt =|:t =In (t +1 ):I
x 1 _
o mdt =X _In(X +1)

Posons{u(t) =In (t +1) Alors
vi(t)=t +1
n t +1)} —J‘:%(t +1 )dt
I:(t +l) L) In(t +1) ]: _[711& +1)2:|:
Y In(x +1) —o) —(i(x+1)2 -—1)
+1)°In(x +1) —%(x +1)2+2
(x +1)°In(x +1) = =x? ——;x
b) La primitive de f sur |1+ i én 0 est la fonction F définie parF(x) = I:f(t)dt

Alors F(x)=ﬁ&+l
= [ dt- [ +Din(t +2)el

“lot+n
D’aprés 4.8%

—In(x +1) —(%(x+1)2 In(x+1)—:11x2 ——;x)

1, 3 1 2
==x“+—=x-In(x+1)-=(x+1) In(x+1
4 2 ( ) 2( ) ( )

=Ex2 +§x——1(x2 +2x+3) In(x+ 1)
4 2 2

A, ==[ f (t)dt
A, =-F(n) +F(0)
A, =-F(n)
1, 3

15
=—n“-—-n+=n“+2n+3)In(n+1
e 2( )In(n +1)
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Partie B

1.a) On a pourtoutnz=1

D'ou :

b) Onapourtout On>1 , y,

On constate alors queOn >1

our tout réel t:

k<t<k +1:is}s—l
k+1 t k

- J«kk+1 - ]-l_-ldt < Ikk+1%dt < Ikk+1%dt

% - i k+1dt < J.kﬂ}dt S—l k+1dt
k +17k kot k Jx
1 K+1 k#1 ] g, qk+1
% | H

k+1-k)s ] 1?1dt s%(k +1-k)

:is‘[kﬂ}dts—l
k+1 J% t k

n-1 n-1 .4 n-1
Par somme :ZLSZIK 1—1dt < 1
mk+1l =0« t K

n l n-1 k+11 n-ll
—< —dts ) —
=izl Ty
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n 1 n-1 k+11 1 n 1
-1+) =< Sdts-—+) =
=1+ Z”Lt n &k

k=1

k
nloka ]

1 =g
e. < <) —
S Gip =2 w2
n-1 & n-1
1 . Z_[k "Lyt
=R = =1
n n-1 + n-1
Ziszr Ly L
k=2 k2 k=1 ko 12 k=1k2
n n-1 *
—1+Zis _[k 1—1dt_——12+ 1
k2 & t2 n® =k?

:S'n—ls—1+1s S;—i
n n2

s —1s-ta1
- n
1

_14.15 S'n__
n n2

% B 112
:S‘n—ls[_—l] <s -t
% e
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s, s2-+
n

c) D’aprés l.a)onau, = zn:%—z

k=1

Donc : u, +In((n-1)!) =S -S' -

3= S,— In(n!)
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