Exercice corrige

| Enoncé (Exercice 5 Bac 2008 Sc)

Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral ABCdirect de
coté a, (a>0).
Soient Det Eles images respectives de A et B par la symetrie de centre C. Soit

I le milieu dusegment [BC].

1. Faire une figure (qui sera complétée au fur et a mesure) illustrant les données
précédentes.
2.a) Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s, de centre Bet qui

transforme D en A.

b) Déterminer I’angle et le rapport de s, .

c) Soit M un point de la droite (DE) distinct de D et de E. Déterminer le lieu
geométrique du point M* image de M par s,. Construire \M' a partir d’une
position donnée de M sur (DE) puis démontrer que les pointsM', M, Bet E
sont cocycliques quelque soit la position de M sur (DE).

3. Soit s, la similitude directe qui transforme | en B et E en D.

a) Déterminer I’angle et le rapport de s, .

b) Déterminer le centre de s,.
4.0n pose f=s, os,.

a) Montrer que fest une similitude directe puis donner son angle et son

rapport.
b) Montrer que le centre de f est le point d’intersection du cercle de diamétre

[BE] avec un deuxieme cercle I' que I’on déterminera. Construire ce centre.
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Corrigé

1) Figure

m B!

2.a) Comme BD=0 et BA#0, donc il existe une unique similitude s, qui

transforme Ben B etDen A.
b) Ona
Sl
B——>B
D—>A

Alors I’angle de s, est ©, = (BD,BA) [Zn]. Donc 6, =g[21c] :

Le rapport de s est : xl=%=tang. Donc A, =

NeER

¢) La similitude directe transforme une droite en une droite.

Ona s,(D)=A. Alors ’image de la droite (DE) par S, estla droite passant par
A et perpendiculaire a (DE). Soit (AE).

Alors, lorsque M décrit la droite (DE) privée de D et de E, le point M' image
de M par s, décrit la droite (AE) privée de A et E’ tel que E'=s, (E)est
Iintersection de la perpendiculaire a (BE) passant par B avec (AE).

Conclusion : Le lieu géométrique du point N\ 'est la droite (AE) privée de A et
E’.

Pour construire M’ a partir d’une position donnée de M sur (DE) on sait que

M est situé sur (AE). D’autre part on sait que (BM,BM") :g[Zn] . Alors M’ est

Pintersection de la perpendiculaire a (BM) passant par B avec (AE).
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Pour démontrer la cocyclicité des points M*, M, Bet E quelque soit la position
de M sur (DE),ona:

(BM,BM') :g[Zn]

(EM,EM") =(ED,EA) = —g[Zn]

Alors (BM,BM") = (EM,EM") [x]

Les points B,M et M’ ne sont pas alignés, donc B,M, M’ et E sont cocycliques
quelque soit la position de M sur (DE).

3. Soit s, la similitude directe qui transforme | en B et E en D.
a)Ona:
S2
I—B
E—D

Alors Pangle de s, est 0, = (IE,BD) [21t].

Donc 0, =(B—E,WD)=—E [2n].

Le rapport de s,est : A, = BD: BD =‘lBD =‘lCOSE=AL.£
IE §BESBE3 6 3 2
4
Donc x;%.
b) Soit Qle centre de s,. Pour déterminer Q :
Methode 1 :
Ona
~T AL T

| S2 (@I, QB) =—[2r]

—B )=

E—>D (QE. QD) =—¢[2r]

D’autre part on sait que :

(AT, AB) = [ 2n]

(BE,BD) =—g[2n]
Alors on obtient :
(QI,QB) = (Al, AB)[ 2n]
(QE, QD) = (BE, BD)[ 2]

Alors les points €2, A, B et I d’une part; et les points O, E, D et B sont
cocycliques.
D’ou ) est situé sur les cercles circonscrits aux triangles ABI et BDE. Ces

cercles se coupent en A et B. Comme s,(1)=B ; le centre est distinct de B. Alors
le centre est le point A.
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Méthode 2 :
Le point () est ’unique qui vérifie :

(QI,0B) = -g[Zn]

QB_ 243
Ql 3
Comme le point A vérifie :
(A1, AB) =-Z[2n]

1AB_ 1 2 23
Al -

\

Donc Q=A

4)Ona f=s, os,.
b) f est une similitude directe car la composée de deux similitude directe.
e L’angle de festlasomme des angles de s, ets,

e=el+92=g+(—g)=§ [2x]

e Lerapport de festle produit des rapportsde s, ets, :

k—klkz—\/g 3 =3
b) Ona:
s2 Sl
|1—B d B——>B
E——D D—A
Alors :
S, ©S,
|—B
E—>A

Soit Q'le centre de f. Alors :

f(E)=A= (QE,Q"A) =g[2n] = (Q'E,Q'A) = (BE, BA)[2n]

D’ou les points Q' A E et B sont cocycliques. Comme le triangle ABE est
rectangle en A, le centre Q' de fappartient au cercle de diametre [BE] .

D’autre part, f(1)=B = (m,Q-B')=g[2n] .Alors Q' est situé sur unarc de

cercle d’extrémités I et B. Ce cercle est circonscrit au triangle IBB’ ou B’ est tel
que le triangle IBB’ soit équilatéral direct.

Comme s,(1)=B ; le centre est distinct de B. Alors le centre Q' est le point
d’intersection des cercles ainsi définis autre que B.
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