Exercices corrigés d’analyse 7C

Exercice 1 Bac 2017 sn

Inx

Soit f la fonction définie sur :|();+oo|: par: f(x)=—-
X

1) a- Dresser le tableau de variation de f.

1
b- Déduire que pour tout entier n > 6, ’équation f(x) =— admet dans ’intervalle
n

[1,\/E } une seule solution notée a_

c- Prouver que la suite (a, ) est décroissante, en déduire qu’elle converge.
2) a- Montrer que pour tout entier k strictement supérieur a 1, on a
In(k +1 k+1lnx Ink

k+1)?* " x* T K?

b- Utiliser une intégration par parties pour exprimer en fonction de n l’intégrale :
[Xax, n22.

2 x

3) Pour tout entier n supérieur strictement a 1, on pose

n 22 + 3 +? o
ln(2)<rln—xdxss _ln(n)

2

In2 In3 Ind Inn
S =——+— +

a- Montrer que S, —

@ " W
+ +(n- + +
b- En déduire que : 1+In2 n+(n 2l)ln(n) <S, < 2+3In2 1+In(n)
2 n 4 n
1 (In2)""
4) Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u = TR et
k=1 .

_ 1 ¢2(Inx)"
g_;L &

In2)"
Montrer que : [In[] NY 0< I < u En déduire la limite de I,

a-
n!
n+l
1(In2
b- Montrer que : OnON" I ,, =1 —_u
2 (m+D!
2 n
In2 In2
c- En déduire que : On ON" In=l—1 ln2+( ) +( )
2 2 1! 2! n!

d- Exprimer (u,) en fonction del . En déduire la limite de (u, ).
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Solution

1
f est la fonction définie sur :|0;+oo|: par : f(x) :n—2X
X

1) a- Le tableau de variation de f.

1 1
lim f(x) = lim n—2X = llm — Inx = (+00)(—00) = 00
x-0* x=-0" X X - X

X = too X — o0 X X

lim f(x) = lim (I“—X xl) 0*
f est dérivable sur J0;+ car quotient de deux fonctions dérivables sur 10;+oo[ .

1><X2 -2xXxInx
Ox 005 +0o , £'(x) =X ;
(')

Ox 0705 +o9[ , f(x)_lzﬁ,.

Or x*>0 donc f(x)20 = 1-2Inx20 = lnxs% - x<+e

X 0 Je +00
f’(x) + 0 -
1
£(x) o T T
-0 0
a- Montrons que pour tout entier n > 6, I’équation f(x):% admet dans

Pintervalle [1,\/5} une seule solution notée a, :

- La restriction de f sur P’intervalle I :[1,J€] est continue et strictement

1
croissante et f(I)=]J = {0,2—} .
e

1 1 1 1 1
- De plus [0n=26, 0<—<-—-<—; ((g=0,167<2—=0,184) . Alors
n e

6 2e
Dn26,1DJ:{0,i} .
n 2e

Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) =— admet
n

dans Pintervalle [1,\/5 ] une seule solution notée a,

c- Montrons que la suite (a,) est décroissante, et qu’elle converge :

On a On=6, 1>L or (n=6, 1=f(a“)et 1
n n+l1

1, L =f(a,,) donc f(a,)>f(a,,,)

et comme f est strictement croissante sur [1,\/; ] alors a  >a_, et la suite (a )

est strictement décroissante.
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D’autre part a, I:I[l,\/q donc la suite (a ) est décroissante et minorée par 1
d’ou elle converge.
2) a- Montrons que pour tout entier k strictement supérieur a 1, on a :
In(k +1 +
( 2) sjk llnzxdxs ln:<
k+1) koo x k
Soit k un entier strictement supérieur a 1 alors k>2 et :
OxO[k,k +1], ksx<k +1
Or f est décroissante sur[z, +oo[ donc f(k+1)<f(x)<f(k)
+ + + + +
In(k 12) < ln(zx) < ln(f) onc jk 1In(k 12) < _[k lln(2X) dx < jk lln(f)
(k+1) X k kK (k+1) kox ko k
In(k +1) pk+ dx < Ik+1 In(x) dx < In(k) px+1 dx

Soit

k+D* e e 2 T K

, In(k+1 sl Ink

Par consequent(—z) < jk ln—ZXd < n_z
(k+1) L k

b- Utilisons une intégration par parties pour exprimer en fonction de n

Pintégrale : j;l:—zxdx , N22.

u(x) =Inx u'(x) =1
On pose o1 Alors Xl
Vo= v ==

.[nln_zxdxz —ln_X +J‘nl2dxz —L—l
2 x X |, “2x Inx x

-Inn 1 In2 1
= + +=

n n 2 2
_1+In2 1+Inn

2 n
3) Pour tout entier n supérieur strictement a 1, on pose
_In2 In3 In4 Inn
Sn— > + 32 + B +... —n2 .
In(2 n] In(n
a- Montrons que S, —#sj n—ZdesSn —#
2 2 x n
In(k +1 +1] Ink
D’apres 2)a)on a: ( 2) sjk 1 n2X dx < n2
(k+1) koox k

Donc :
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3 2 x? ?
In(4
(1) prin g Ind
X

n2 ~ Jn-1 XZ dXS (11—1)2

v

Inn <J-n Inx In(n-1)

En additionnant membre 2 membre on obtient :

iw_rlnx _"Zl“ln( ) S - ln(2) If(x)dx<S _m

= kT T2 x "2 T (n)

1+In2 n+(m-1l 2+3In2 1+1
b- Montrons que 2“ _h+@ z)n(n)ssns Zn A
n n

lnx 1+ln2_1+lnn
n

D’apres la question 2.b) on a : I

De la question précédente ona: S, —— I
n

- La premiere inégalité s’écrit : S_

( ) j-nlnx

ln(2)+1+ln2_1+lnn
2’ 2 n
1
- La seconde inégalité : S, >j' lnXd n(2n )
n

1+ln2_1+lnn+ln(n)

n n
Alors 1+21n2_1+lnn+ln(n)ss In(2) 1+In2_1+Inn

n n’ nTo2? 2 n

k-1
(n2)" 1n=$r(l“f) d

Donc S, <

Donc S =

4) Pour tout nON" ,ona: u =

a- Montrons que : OnON", 0<I, <

OxO[1;2], 1£x<2=0<Inx<In2=0<(Inx)" <(In2)", OnON’
1

D’autre part I:IXEI[I 2] 1<x<2=>1<x’ <4:>‘1‘<—251
X

Par produit 0< @ < (ln 2)n

2
Par intégrationde 1a2: 0< I:@dx < '[12 (ln 2)n dx

7C
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In x)2

2
X

(

dxsl
n!

(In2)"

n!

0<s—
n!

(n2)" [ dx

P

Donc OnON" 0<1, <

7C

In2)" .
Pour la limite de I,, , comme lim ( n ') < lim (ln2) =0 car -1<In2<1
n - +oo n. n- +oo
Donc d’apreés le théoreme des gendarmes lim I, =0
. 1 (ln2)n+l
b) Montrons que : OnON- I, =1 ———"—
2 (n+1)!
n+l
Onal,, = 1 jz(lnxz) dx
(n +1)! 1 ox
n+ 1 1 n
u(x) = (Inx)"" u'(x)=(n+1)—(Inx)
On pose . Alors . X
vi(x)=— v(x) = ——
X
n+l 2 n n+l
1 1 In2
= 1 _(nX) +ij-2(nf) dx, d’ot In+l=_( ) +1
(n+1)! X n!Jt  x 2(n+1)!
1
n+l
In2
Donc OnON", I, =1, _1(n2)
2 (n+1)!
2 n
In2 In2
¢) Montrons que : OnON" I, =1 12 (n2) +( n2)
2 2] 1! 2! n!
. 1 (ln2)n+l
Nous savons que : [(InOON-, I, =1 ——
2 (n+1)!
Donc
' W1, -L (n2)
7t 2 )
}/ _ }/ N 1 (ln2)
P2 3
}/ Q }/ _ 1 (ln2)
AR AT
9.
1 (n2)’
I = —
" % 2 n!
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2 3 n
Donc OnONY I, =1, - % [(an) N (In2) . (In2) ]

2! 3! n!
Or d’aprés 2.b)on a : nln_lde=1+ln2_l+lnn , donc
2 x 2 n
tlnx 1+In2 1+Inl1 1 In2 1 1(In2
II=_ —zdx=— + = = - —
2 x 2 1 2 2 2 21!
In2)’ In2)"
Alors DnDND,In=l—l ln2+(n ) +....(n )
2 21! 2! n!

Remarque : on peut établir une démonstration par récurrence.

d) Exprimons (u,) en fonction del :

k-1
On sait que u, = Z%
k=1 .

et

DnDNEI In =1_1[1n2 + (ln2)2 N (ln2)n]_l =1_11n2|: 1 + (1112)1 . (ln2)n—1

2 2l 1 20 T |2 2

Donc I, =%—%unln2 alors 2I, =1-u, In2=u In2=1-2I et

_1-2I
" In2
- La limite de (u,) :
= 1-21, et limI =0 donc limu, =L.
ln 2 n- +oo n - +00 ln 2
Exercice 2 (Bac 2015 sn)

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 1+1 et (C) sa courbe représentative dans un

X

repere dans un repere orthonormé.
1.a) Justifier que lim f(x) =1 et liI}lW f(x) =0. Interpréter graphiquement.
b) Dresser le tableau de variation de f .

¢) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on déterminera.
Donner ’expression de sa réciproque f™(x). On note (C')la courbe de £ dans le méme

repere.
2.a) Vérifier que le point Q(O,%) est un centre de symétrie de la courbe (C) .

b) Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point d’abscisse a telle

que 0,4<a<0,5.

¢) Tracer les courbes (C) et (C").

d) Calculer, en fonction dea , I’aire A du domaine plan limité par les courbes (C) et
e

. 1
(C"), et les axes des coordonnées (On pourra remarquer que — 1 =3 1 ).
e e

3) Pour tout entier n[IN", on pose I, = jouf“(t)dt ou qa est le réel trouvé en 2.b)
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a) Justifier que I, =a +In(20).
b) Vérifier que pour tout réel x : f'(x) =f*(x)-f(x).

¢) Montrer que pour tout nON": 1 -1, :1(01“ -zin) .
n

d) Montrer que la suite (I,) est décroissante et positive. Que peut on en déduire ?

4.a) Montrer que pour tout n[ON": o™ <1, < 2— En déduire LmI .

X - +00

11 1
b) Montrer que I, =a +In(2a) + ;E(a ——] .En déduire l]lll}_!v z ( 2_"] .
Solution

1
f(x)=
()1+ex

1.a) llmf(x)—hm;—l car lime* =0

X > —00 xa—oo1+e X =00
1
lim f(x) = lim ——=0 car lim e* =+c0
X - +00 X - +00 e X — +00

Interprétation graphique :
lim f(x) =1= (C) admet une asymptote horizontale d’équationy =1 au voisinage de

-0,
lim f(x) =0 = (C) admet une asymptote horizontale d’équation y =0 au voisinage de
X —» o0

+oo .,
b)f'(x) =ﬁ . On constate que f'(x) <0 pour tout x[IR. Donc f est strictement
décroissante sur R.
X | —oo0 +00
s -
f |1
0

et strictement décroissante surR,
f(R)=]0;1
Alors f:R - ]0,1[ est bijective ;J =]0,1[

Pour exprimer f'(x), on pose y =f(x).

{ f est continue,

1_
tye*=1 = ye'=1-y = ¢ ==y

Ona:y= 1 *) =
1+¢* y

- x—ln(—) D’oi =f~ (x)—ln(l ) x0]o,1]
y X

2.a) On vérifie une égalité du type f(2a —x)+f(x) =2b avec (a,b) = (0,%)
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Ona: fa-x)=f(—x)=— x& =_¢
1 et e'+1
e’ 1

Donc, f(2a-x)+f(x) = +

e"+1 1+e'
e +1
X

fQa—x)+f(x) =
e +1

=1=2X1=2b
2

1
D’ou Q(O’E) est un centre de symétrie de la courbe (C).

b) Les courbes (C) et (C') sont symétriques par rapport a la droite d’équation y =x.
S’il se coupent en un point d’abscisse x, alors x vérifie f(x) =x, soit f(x) -x=0.
On pose V(x)=f(x)—x

V est dérivable ( donc continue) sur R, avec V'(x)=f'(x)-1.

—e" e
Vx)=—-1=—-[1+—|.
O rey [ (e"+1)2]
11 est clair que pour tout x de R, V'(x) <0.D’ou V est strictement décroissante sur R.
Ona

V(0,4)=1,3x107 >0

V(0,5)=-0,12<0
Donc V(0,4)xV(0,5)<0. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, 1’équation
V(x) =0 admet une solutionq telle que 0,4<a<0,5. (V est continue sur [0,4;0,5] et

change de signe). D’apres le théoréme de la bijection réciproque (V est continue est
strictement monotone), la solution o est unique.

d) Par symétrie, I’aire cherchée A est égale au double de I’aire comprise entre (C), la
droite y = x et les droites verticales d’équations x = a et x =0 ( ’axe Oy).

A= 2]0“ (F(x) - x)dx

A= 2]0“ (f(x) - x)dx
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1

A=2(" —x)d
.[0 (e"+1 x)dx
a e~
A=2f (g VX
_— a _e_x
A= 2J'0 (gt dx

A= —2[1n(1+e"‘) +1x2]
2 0
a

A= —Z[In(l +e™) +%x2]

0

A= —Z(In(l +e‘°‘)+%0(2 —lnz)

-a
1+e 2

A =-2In( )—a

1+e°
eu

A =-2In( )—a’ en unité d’aire.
3)Onal, =[ (vt

a)l, = [ttt

a 1
II—IOet_I_ldt
a 1 e
1 .[oet_l_lx_—tdt
-t
a —e
1__01+e'tdt

a
0
=-In(1+e®)+In2

¢+
I, =—ln(e - 1]+ln2

I =[-In(1+e™)]
Il

e
Il=ln( ul e“)+ln2
e’ +1
I, =In(ce) +In2 car f(0) =a=— =a
e’ +1
I, =In(a) +Ine® +In2
I, =a+In(20).
3a2)Ona: f'(x)=———.
a)Ona (x) (1+e"‘)2
1 1+¢*

£2(x)—f(x) = o x°

(1+e*)" 1+e¢* 1+¢°

1 1+e*

T1+e)  (d+e)
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X

- ¢
(1+e*)
Donc : f'(x) =f*(x) - f(x)

=f'(x)

¢) D’apres b), en multipliant par £"~'(x) on obtient : f'(x)f*™"(x) =f"*'(x) - f"(x)
Par intégrationde 0 a a : [ 'f'(0f" (x)dx = [ '™ (x)dx - [ " (x)dx

a
|:lfn(x):| = In+1 - In
n

0

Lienov_enen)=1 —
;(f () —£"(0)) =1L, -1,

In+1 _In :l(a" - ln)
n 2

d) On a a >0 et pour tout entier naturel non nul n, f" est continue et positive sur
[0, G] . Alors I:f "(t)dt=0.D’oul 20 . Donc (I,) est positive.

D’autre part, pour tout entier naturel non nul n on a :
1Y 1 1
0<a<0,5=>0<a" <(§J =>a" <§:a“ —§<0:»In+1 -1, <0

D’ou (I,) est décroissante.
On en déduit que la suite (I ) est convergente, car décroissante et minorée.

Remarque : Toute suite positive est minorée par 0, et toute suite décroissante est
majorée par son premier terme.
4.a) On sait que f est décroissante sur R.Donc,si0<t<a,ona:f(a)<f(t)<f(0)

1 1
donc asf(t)sz eta>0 :>0<a“sf“(t)s?
a . a . al

:>j0a dtsjof (t)dtsj0 S dt

n a 1 a
o [t]; <1, <[t

n 1
a (G—O)SIHSZ—H(G—O)

a
a' <1 s —

n

. P o |
Comme 0<a<1,ona lima™ =0.On a aussi lim — =0

X — +00 xa+002

Alors d’apres le théoreme de gendarme : lim I, =0

X - +00

b) On a pour tout n>0: I , -1 =1(an - 21")
n

Donc :
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pour n=1:I, -1 :(a—%)

pour n=2:I, -1, =%((:x2 —2—12)

1
pour n=3:I, -1, :5(0(3 —;

1 1
our n—-1:I -1 =——|a"'-——
p n n-1 n_l( 2n—1J

Par addition membre a membre et simplification :

1.1 1 1 1 1 1
L-L=@-0)+-(@-—)+=(@' - +..+ o™t -
L E@=) (@ -+ (e = 7) (

n-1 2!
n-1 1 1
I =1+ —(af -—
n 1 ék( zk)
n—1 1
I =a+mnQa)+> —(@" -—).
=k 2
. =1, 1
On peut écrire I, - (o +In(20)) = E(a _2_")
k=1

Par passage aux limites :

n-1 1 1
lim Y —(a* ——)=1limI_- lim (a +In(2a)) .
"_'+°°kz=;k( 2k) no 4o n_.+oo( ( ))

Comme limI =0 et lim (0( +ln(2a)) =a +In(2a) car indépendant de n ; on en déduit

X — +00 n - +oo

L) = —(cx + ln(2cx)) .

n—1 1
que lim » —(a* -
n_.+oo§k 2k

Exercice 3 (Bac 2015 sn)

1) On considére la fonction numérique g définie sur R" par :
3x* —12x* +19x —10
x’ —4x +5x

g(x) =

(x—-1)(ax* +bx +¢)

a) Déterminer a, b et ¢ tels que pour tout x de R” : g(x) = 5
x(x* —4x+5)

b) Etudier le signe de g(x) sur R" .
2) On considere la fonction numérique définie sur R” par :
X’ —4x+5 }

2

f(x)=3x—3+ln[
X

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
a) Calculer lin(}f (x) , interpréter graphiquement.
b) Calculer liIIlm f(x)et limf(x).

¢) Montrer que (C) admet deux asymptotes dont 1’une, notée D, est oblique. Etudier la
position relative de (C) et de D.
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3.a) Vérifier que f'(x) =g(x) ou g est la fonction définie en 1), et dresser le tableau de
variation de f .

b) Démontrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution o dont on donnera un
encadrement d’amplitude 5x10™",

¢) Construire (C).

4) On se propose dans cette question de calculer ’aire S du domaine délimité par la
courbe (C) et les droites d’équations respectives : y =3x—3, x=3 et x=2+/3.

2— —
a) Vérifier que pour tout réel x on a: M=2 1+ 22X 4 _ 1 = -
X —4x+5 X —4x+5 1+(x-2)

W5 2x-4
b) Caleuler A = [ X4 =
X —4X
1

+/3
¢) En posant x =2 +tant pour tout t 0;1—-[ ; calculer B = .[2 3—2dx .
2 3 1+(x-2)

+/3
d) En utilisant une intégration par parties, calculer J =I: 3ln(x2 —4x+5)dx et

+/3
K= 2.[22 ’Inxdx. En Déduire le calcul de I’aire S exprimée en unité d’aire.

Solution

1.a) Pour la transformation d’écriture de g(x), on factorise le dénominateur et le
numérateur :

On factorise le dénominateur par x : x* -4x” +5x = x(x> —4x +5)

Pour factoriser le numérateur on peut utiliser la division euclidienne, I’identification ou
le tableau d’Horner :

3/-12(19-10
1 3 [9]10
3/-9 [10]0

Alors 3x® -12x* +19x-10 = (x —1)(3x* —=9x +10).

_ (x=1)3x* -9x+10)

Donc on a pour tout x de R" :
P g x(x* -4x+5)

Alors: a=3,b=-9 et ¢c=10.
b) Les discriminants des trinome 3x*—9x+10 et x’ —4x+5sont négatifs: A =-39et
A, =-4. Les coefficients de x* sont positifs. On en déduit que pour tout x de R":

3x* -9x+10>0 et x’ —4x+5>0. D’ou le signe de g(x) est celui de X~

X

X —00 0 1 +00

X - d. + +

x—-1 - - +

x-1 + - ]: +

X
g(x) + - 4
2 2
2.2) On alim(3x-3)=-3 et 1imi2X+5 = +00 = limIn [ij”s] =

X0 x=0 X x=0 X

Alors linl} f(x) = +o0 . La courbe (C) admet une asymptote verticale d’équation x =0 .
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2 gyt 2 _gv s
b)Ona lim >~ %3 21 jim 111[L2XS
X

J =0.Donc limf(x) = lim(3x—-3).D’ou
X — Foo X X - too X - *o0o X - *00
lim f(x) = +o0 et lim f(x) =—o0,
¢) D’apres a) , la courbe (C) admet une asymptote verticale d’équation x =0 .
’—4x+5
De plus lim (f(x)-(3x-3)) = lim In [%) =0, donc la courbe (C) admet une
X — too X - oo X
asymptote oblique D d’équation y =3x-3.
Pour étudier la position relative de (C) et de D, on étudie le signe de
d(x) =f(x) -y =f(x)-(3x - 3)

2 —
d(x) =In [LZX"'S] .
X
On rappelle que le signe de Int est celui de t-1 pour tout t>0. Alors le signe de
P -4x+5 . 2
d(x) = 1n[%] est celui de >~ X*3
X
2 _ 2 _ g2 r
Par réduction au méme dénominateur : 42X S _gX j 27X 4X2+ 3
X X X
Donc le signe de d(x) est celui de —4x+5 car x° >0.
5
X —00 0 — +00
4
—4x+5 + + -
d(x) + + -
P.R C/D C/D D/C

Pour x:i ona y:3x§—3:§.
4 4 4

53
Alors ’asymptote D coupe la courbe (C) au point (Z ’Z) .

3.a) On peut écrire f(x) = 3x -3 +In(x* —4x +5) —In(x?)
f(x) =3x-3+In(x* —4x+5)—2Inx . Donc f'(x) =3+22X—_4—3
X —4x+5 x
2x—-4)x-2(x*—4x +5)

x(x* —4x +5)
3(x® —4x* +5x) +2x* —4x - 2x* +8x—10

x’ —4x* +5x

3x* —12x* +15x +4x - 10

x’ —4x* +5x
3x* —12x* +19x -10

X’ —4x* +5x

Enfin f'(x) = g(x) .

f'x)=3+

f'(x) =

f'(x) =

f'(x) =
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Tableau de variation de f :
Le signe de f'(x) est celui de g(x).

X —00 0 1 +00
f'(x) + - )+
+oo | + +00
f(x) / /
—00 I

b) Sur Pintervalle Jo,+o[ , on a f(x)2In2>0. Donc I’équation f(x) =0 n’admet pas de
solution dans cet intervalle.

Sur P’intervalle ]—m,o[ , la restriction de f est continue, strictement monotone et change
de signe car 00f (]—oo,()[) = e, +o . Donc I’équation f(x) =0 admet une unique solution
o dans cet intervalle.

Alors I’équation f(x) =0 admet une unique solution a dans R".

f(-1)=-6+In10<0

Pour encadrer a : .
a limf(x) = +oo
X0

>:>—1<a<0

£(-0,5)=—4,5+1n29< 0

. _ = -0,5<a <0 C’est un encadrement de a d’amplitude 5x107"
lm(}f (x) =+o0

¢) Construction de (C)

4.a) On a
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2x—4 1 2x—-4 1
2|1+ - 7 |F2| 1+ - 2
x —4x+5 1+(x-2) X —4x+5 1+x"—-4x+4

=51+ 22x—4 - 1
X —4x+5 x"—-4x+5

—o1+ 2x—4—1]

X’ —4x+5
= x’ —4x+5+2x -5
x*—4x+5
S x’ —2x
x> —4x+5
_2x" —4x
x*—4x+5
2x" -4 2x -4 1
Alors #=2 1+ z - = |-
X —4x+5 X —4x+5 1+(x-2)
+3  2x-4 2+43 . . !
b) A= IZ X—dx I:ln|x —4x+5|] car une primitive de fonction du type U est
X’ —4x+5 u

In|ul.
En remplacant par les bornes :
A= ln‘(2+\/§)2 —4(2+\/§)+5‘—ln|(3)2 ~4(3)+5/=In4-In2=1n2.

¢) En posant x =2+tant avec t D[O;g[ ;ona:

I
x=3 o 2+tant=3 - tant=1 ~ t=Z

=2+3 = 2+tant=2++/3 = tant=/3 = t=%[

x =2+tant = dx = (1+tan” t)dt
x=2+tant=1+(x—-2)* =1+tan’t
243 1

Pour calculer B = .[ md
X —

x , on remplace avec le changement de variable :

+J— I 1
[ x= [J———(1+tan’ t)dt
1+(X 2)* ; 1+tan’t

n
—dx=|2dt
1+(x 2)* I’f

o

2+J— l;

-[ 1+(x 2)° _[t]'—‘

'[2+f 'l_'[ T[
1+(x 2) Tra-2r ™37

Enfin B=—
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d
i) Pour calculer J = J‘;"ﬁln(xz —-4x +5)dx al’aide d’une intégration par parties,

u(x) = In(x* —4x +5)
v'(x)=1

o 2x—4
ll(X)_xz—4x+5
v(x)=x

on pose {

Alors

2+3 _J2+J§ 2x% —4x
3 3 XP—4x+5
On remplace dans la premieére partie par les borne, et dans I’intégrale par 1’expression
trouvée en 4.a) :

J=@+3)In(2+13) 42 +/3)+5) - 3In((3)* -4(3)+5) —L“ﬁz[u XZZ_X“;‘:S - 1+(X1_2)2 de

D’ou J = [xln(x2 —4x +5)] dx

2443 2+/3  2x—4 243 1
J=(2+J§)ln4—3ln2-2[L [ s, m“"]

D’apres 4.b) et 4.c) on obtient :
J=2++/3)In2? —31n2—2(|:xfﬁ +A —B)

J=2(2+\/§)ln2—31n2—2[2+\/§—3+1n2_£)
J=(1+2J§)ln2—2(—1+ﬁ+1n2—%]

J=(1+2\/§)ln2+2—2\/§—21n2+%[

J=(—1+2J§)1n2+2-2ﬁ+l;,

11) Pour calculer K = ZLHﬁln xdx al’aide d’une intégration par parties,

iy =L
Alors ll(X)_x

v(x) =x

u(x) =Inx

on pose {V'(X) -1

D’ou K = 2(|:xln XINS —I:+ﬁlxdx)
K= 2([xln x]?ﬁ —Lﬂﬁ dx)

K= 2(|:xlnij+J3 —[XZEJ'J;)
K= 2([XlnX—X:|§+ﬁ)
K= 2((2+\/§)ln(2+\/§)—(2+\/§)—3ln3+3)

K= 2((2+ﬁ)1n(2+ﬁ)+1—ﬁ—31n3)

K = (4+2/3)In(2++/3)+2-2/3-6In3

iii) Pour calculer I’aire S du domaine délimité par la courbe (C) et les droites
d’équations respectives : y =3x-3, x=3 et x =2+-+/3 ; on remarque que pour x23, la
droite d’équation y =3x—3 est au dessus de la courbe.
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2

+3 +3 2 -
Alors §= [ (y -t (x)ax =—[ Sln[ﬂjdx
X

S=—["“Inx dx+Hax+ [ ex)ax.  Done S=-J4K
S= —((—1+2\/§)ln2+2—2\/§ +g)+((4+2\/§)ln(2+\/§)+2—2\/§—6ln3)
S =(1—2\/§)ln2—2+2\/§—%[+(4+2\/§)ln(2+\/§)+2—2\/§—6ln3

S =(1—2\/§)ln2+(4+2\/§)ln(2+\/§)—6ln3—%[ en unité d’aire.

S =1,0066 en unité d’aire.

Exercice 4 (Bac 2017 sc)
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on définit la fonction f, sur
:|0; +oo[ par : f (x)=(Inx)" et on désigne par (C,) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O;f,j) .
1.a) Calculer lim f (x) et discuter lim+ f (x) suivant la parité de n.

X — +00 PN}

b) Calculer f, (x)dérivée de f (x) et dresser le tableau de variations de f (suivant la
parité de n)
2.a) Etudier les positions relatives de et (C,) et (C;)

b) Construire (C,)et (C;) dans le méme repere.

. . b, R -D" e
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on pose : I, =%I f,(x)dx et
n! Ji

_N (D
“n‘z k!
k=0

e—2
3.a) Montrer que I, = Y (on procédera par intégration par parties).

b) Montrer que pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on a:
_1 n+l
n+1 = ( ) e+ In
(n+1)!

c) Vérifier que I, =-1+e.u,

¢) En déduire que On2>2, I =-1+eu,
e—1

4.a) Montrer que : OxO[1;e], 0<f,(x)<1. Déduire que |In| <=
n!

b) Déduire la limite de (I ) puis celle de (u,)

Solution
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, la fonction f est définie

sur ]0; +00[ par : f (x) =(Inx)" et (C ) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O;}, j)
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1.a) Calcul de lim f (x) :

lim f, (x) = lim (Inx)" = +o0

X — +oo X — +oo0

Discussion de linl f (x) suivant la parité de n : comme lim Inx =—oo alors :

x-0 x-0

Sinestpair: limf, (x)=+w

x-0F
Si n est impair : lim f, (x) = oo
x-0%

b) Calcul de f!(x)dérivée de f (x) et le tableau de variations de f, (suivant la
parité de n) :

o . n(lnx)n_1
La dérivée de f (x) est: f (X) =—7

X

Si n est impair alors n—1 est pair, et par conséquent (lnx)"_1 >0 , d’oule
tableau de variation :

X 0 +00
£'(x) +
+00
f,(x) /
-00

Si n est pair alors n—1 est impair, d’od le signe de (In x)"_1 est celui de Inx,
d’ou le tableau de variation :

X 0 1 +00
fn' (X) || - 0 +

00 +00

f (x) |T\ . /

2.a) Etudier les positions relatives de(C,) et (C,) et pour cela étudions le signe
de f,(x)-f,(x) :
f, (X) —f, (X) = (lnx)3 - (lnx)2 = (lnx)2 (lnx —1)
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Donc :
X 0 1 e +00
(lnx)z + 0 + | +
(nx-1) : -0 +
f, (x) -f, (x) - 0 - 0 +
Positions L) ‘ ‘ L
relatives (C,))/1(Cy) | {Cz)/(C3) PI  (C,)/(C,)
[

b) Construction (C,)et (C,) dans le méme repere :

On a lim L{x) (x) = lim L{x) (x)
X - +00 X X — 400 X

une branche parabolique de direction (Ox) en +co
De plus lin}r f,(x) = +oo, lin}r f,(x) = —o, alors chacune des courbes (C,)et (C,)

x-0 x-0

=0 alors chacune des courbes(C,)et (C,) admet

admet une asymptote verticale d’équation x =0

Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on pose:

_(=D)" e _y (D
=" Lfn(x)dx et u“_k; I

e—2
2

3) a) Utilisons une intégration par parties pour montrer que I, =

12=(_—1)1 )

e 1
21 L f, (X) dx =5L (lnx)2 dx

_2Inx

On pose : u(x)= (lnx)2 = u'(x) -
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V'(X) =1= v(x) =x
_1 27 e _1 e
Alors I, = E([X (lnx) l 2.[1 lnxdxj = Ee 0 L In xdx
Calculons r Inxdx : On utilise une intégration par parties
1

u(x) =Inx=> u'(x) =1
X
V'(x) =1:>V(X) =x
Alors Le Inxdx = [x In x]i - Le dx

=e—(e—1)=1 . Donc Iz=e;2

b) Montrons que pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on a:

_q)\nHl
n+l = ( 1) e +In
(n+1)!

_1 n+l .
Ona: I, = ((n +)1)! L f . (x) dx

_ (_1)n+l . -
In+1 —le (lnX) dx

Utilisons une intégration par parties :

(n + 1) (ln x)n

X

On pose u(x) = (lnx)n+l = u'(x) =

v(x)=1=v(x)=x

¢) Vérifions que I, =-1+e.u,

Nous savons que I, = ¢ ;2 alors I,=-1 +8=1+_e
2 1 0
1! 0!
n gk 1 0 1 1 -1 2
Carun=z(k1') = %=(0!) +(1!) +(2') =u, . Donc
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d) Déduisons que [(n=2, I =-1+eu,,

Par récurrence

Initialisation :

Pour n=2 : I, =-1+e.u, Donc la relation est vérifiée pour n =2
Hérédité :

Supposons que I =-1+eU et montronsque I  =-1+eU_,,

n+l
-1
Onsait que I, = ( ) e+ et d’apres ’hypothese I =-1+eU

(n+1)!
) - 1 n+1 n (=1 k
Donc 1n+1:((n+)1)!e+(—1+eUn):—1+e[((n+)1)!+kZ=(;( k!) J
o= $6T)

L,=-1+eU,,
Conclusion: On=2, I =-1+eU,

Remarque :
On peut démontrer cette relation en additionnant termes a termes les relation

(_1)k+1
L.,= (k +1)'e +1, Pour k D{2;3....;n—1}

4.a) Montrons que : [Ix I:I[l;e] , 0=sf (x)<1.
Nous avons déja vu que pour tout n supérieur strictement a 1, f_est croissante
sur [1; e] alors

1sx<e=  f (1)<f, (x)<f,(e)=> o0sf,(x)s1

Déduisons que I, |<

1 re
= ;.[1 f, (X)dX

0<f (x)<1 parintégration obtient 0< j: f,(x)dx<[x];

<[ <e-

O_L fn(x)dx_e 1

En multipliant par i'
n!

0<—.[ dx<—'1

Alors |In| < e-1
n!

b) Déduisons la limite de (I ) puis celle de (u,)
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e—lSI Se—l

n

Ona I | <* "L donc -
n! n! n!
Alors d’apres le théoréme des gendarmes limI =0

n - +oo

Calcul de la limite de (u,)

let llmU 0+1=1.

I
Comme I =-1+eU, alors U =-"
e n- +oo e e

Exercice 5 Bac 2005

* . . ‘. g« In
Soit n[JIN et soit f la fonction numérique définie sur ]0,+oo[ par: f (x) = X ,
X

n

on désigne par (C )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;i,j)
d’unité 5cm .

1. Dresser le tableau de variation de f .

2.a) Montrer que toutes les courbes (C ) passent par un point fixe A, dont on
déterminera les coordonnées et que ces courbes (C_ ) admettent la méme tangente en

A.
b) Etudier la position relative de (C ) et(C,,,) -

¢) Soit M, le point de (C, ) en lequel elle admet une tangente horizontale. Montrer
que tous les points M sont situés sur une branche d’une courbe dont on donnera une
équation.
3. Tracer (C;).

4.0npose: f =f, etpourtout n=22 :S_ Z:f(k)—M l;1_3+m+h1_n.
n

a) Montrer que pour tout K =22 ona: f(k+1) < Ik f(x)dx <f(k).

b) Montrer que pour tout n=22ona: S, —%< f( dx<S, _ln_n.

¢) En déduire que pour tout n=2ona: I f(x)dx +ln_n <S§, < I f(x)dx +E

d) Calculer '[nf (x)dx, en déduire que la suite (S, ) est convergente.

e) On pose lim S, = A, montrer queJ—) ﬂ“sﬁ) .

n - +oo

Solution

1 .
La fonction numérique fn est définie sur ]0,+°°[ par: f_(x) = n_nx ,ou nIN
X

(C,,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i,j) d’unité Scm .
1. Tableau de variation def

Le domaine de définition de £ est ]0,+°°[.

Ona limInx=-oc0 et llmi—+oo Alors limf (x)=-o
x-0* x-0* X" x-0*
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Onaaussi lim f_(x) = lim Inx _ 0"

X - +00 X - +00 xn

f est le rapport de deux fonctions dérivables sur ]0,+0°[ , alors f_ est dérivable sur
[o,ted .

1 _
Zx"=nx""Inx  _aa

n-1
, X —-nx Inx
f ll(X) = X 2n = 2n
X X
n-1
, X" (1-nlnx) 1-nlnx
) =———— f.®=——0F
X X
Le signe de f' (x) = # est celui de 1—nlnx
X

1
f'(x)20 = 1-nlnx20 - lnxs1 = x<gen

n
. 1
fn(e;)=ﬂ=i
€ ne
X |o 1 + o
en
f'(x) + 0 -
f (x) 1
/ n_el\;
LW 0

2.a) Pour montrer que toutes les courbes (Cn) passent par un point fixe A ,ona:

n=20; A(x,y)UC, =1, (x)=1 (x)

On > 0; —l':flennx
X X
Inx —xInx
Onz20; ————=0
X
Onzo;, L-Xx_,
X

On=20; (1-x)Inx=0
1-x=0 ou Inx=0
x=1
On a f (1) =0. Alors le point A(1,0) est commun entre toutes les courbes (C,)

La tangente T en A ala courbe (Cn) a pour équation :
y=f' ME-1D+f A) soit y=x—-1,car f' (1)=1et £ (1)=0 Cette équation est
indépendante de n. Alors toutes les courbes (Cn) admettent la méme tangente T en A |
b) Pour étudier la position relative de (C, ) et (C,,,), on étudie le signe de

d,(x)=f, (x)-f (x)
(1-x)Inx

n+1
X

Ona: d (x)=
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Comme le signe de Inx est celui de x — 1, pour tout x>0 , alors 1—x et Inx sont de
signes contraires. D’ou d_(x)<0 =f  (x)-f (x)<0.
Donc la courbe (Cn +1) est située au dessous de (Cn) .

¢) Soit Mn le point de la courbe (Cn) en lequel elle admet une tangente horizontale.
1
Alors f 'n (x)=0. Donc M, (e",—). On cherche une relation entre x et y
ne

indépendante de n :

=ye

=Inx
1
y =—Inx
e

<«
(¢

Alors tous les points M_ sont situés sur une branche de la courbe d’équation

y =—Inx
e
1

1 = .
Comme 0<—<1 pour tout n=1 opa 1<e"<e. Alors 1<x<e, donc les points
n

. . . 1 .
M, sont situés sur une branche de la courbe d’équation y = —In x dont les abscisses
e

des points vérifient 1<x<e
3. Représentation (C,).

yl\
2._

—)

(Cy)
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4 S, =) f(k)= lnf +11133 +...+ln3n.
k=2 2 3 n
a) On sait que pour tout X =2 la fonction f est décroissante.
Alorspour k22¢9pa: ksx<sk+1=f(k+1)<f(x)<f(k)
On applique I’inégalité de la moyenne :
{a <x<b

me(x)SM:}(b_a)msIa f(x)dx < (b—-a)M

k+1
On obtient: f(k +1) < j f(0dx < (k).
b) On écrit I’inégalité précédente pour des valeursdek ;de k =2ak=n-1 .

£(3) < Ef(x)dx <t(2)
f(4) < j:f(x)dx <t(3)

|t txdx<f(@)

fm)< " fodxsfm=1)
Par addition membre 2 membre :
n n n-1

Y k)< [ f(xdxs Y f(k)
k=3 2 k=2

On peut écrire :

£+ f(K) < [ f(dx < ~F(m) + > f(K)

k=2 k=2

Alors, pour tout n=22ona: S, —%s an(x)dx <S, —ln—:l,
n

¢) D’apréesb)on a:
[ fxaxs<s, I Mrax+ MR s,
2 n 2 n

In2 n n In2
S, -5 =[,fdx=8, < [, t(xdx e

On en déduit que pour tout n = 2ona: Lnf(x)dx + ln_3n <S§, < I:f(x)dx + % .
n

d) Pour calculer Lf (x)dx, on utilise une intégration par parties :

u(x) =Inx
On pose : ' 1

Alors
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lllIlX " _3
I —x Inx | += j dx
2
I lnx —n lnn+12 ln2+1 _—lx'2
2 2 2| 2 5
nln3X :_—ln'zlnn+12'zln2—ln'2+12'2
2 x 2 4
nlnx -1 Inn In2 1
j yAdx=——-_—+ +—
2 x 4n° 2n 8 16
On en déduit que
n] -1 1 In2 1
lim jﬂdx =lim | — -2 4B 2
no 4o no+e| 4n°  2n 8 16 -1 Inn
Comme —-——-<0 ; on a donc
~In2 1 4n° 2n
8 16
-1 Inn In2 1 In2 1
- + +—<——+—
4n* 2n* 8 16 8 16
nlnx In2 1
[1InXg 2, 1
2 X 8 16
S, <j f(x)dx+— Snsﬂ+i+M
. 8 16 8
Alors :
2In2 1
=S8 < +—
" 8 16
Alors la suite (Sn) est majorée.
D’autre part la suite (S,) est croissante, car

S.., S, —illf(k) Zf(k)—%>

On en conclut que (Sn) est convergente.

e)Onf:lllmln_}_Oet llm(LlnX J ln2 1

n-+eo 1 n -+ 16

Par passage aux limites a partir de I’inégalité : I f(x)dx + l— <S, < I f(x)dx + 3

On obtient : E+i<1 S, <M+L+M
8 n - +oo 8 16 8
On peut écrire :
—Ine 1] ne
E_'_z <limS, <21n2 2
8 8 n - +00 8 8
+ +
In2 ln\/_ <lim§, <ln4 ln\/_

n - +oo

ln(zf ) 1n(4f )
Enfin : In i\/; <A <M.

8

In2
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Exercice 6 Bac 2003 SN

On considére la fonction f définie sur I’intervalle ]1,+oo[ par : f(x) = 1ot soit g la

Inx

fonction définie pour tout entier naturel n = 2, par: g (x) = jnx f()dt;, x>1et

soit (C )la courbe représentative de g dans un repere orthonormé (QO;1i, j).

1. Dresser le tableau de variations de f.
2.a) Démontrer que: [t >1; 0 <Int <t — 1 en déduire que gz(x) 2 ln%.

b) Démontrer que : [In = 2; g (x) = gz(x) en déduire que lim g (x) = +oo.
n x»1T n

3.a) Démontrer que pour tout X > 1 on a: % < gn(X) <

(n - 1Dx
In(x)

g (%)

b) Calculer les limites suivantes : lilll gn(X) et lim

n In(x) — In(nx)
In(x) In(nx)

4.a) Montrer que pour tout X > 1 ona :g'(x) = et dresser le

tableau de variations de la fonction g .
n
b) Construire I’allure de la courbe représentative (Cz) de g, on donnera un

encadrement de I’ordonnée du point 92 en lequel la tangente a (Cz) est paralléle a

I’axe des abscisses.

Solution

1
In x

et soit g la fonction définie par: g (x) = Inx f(t)dt; x > 1 ounestun entier

La fonction f est définie sur I’intervalle ]1,+00[ par : f(x) =

naturel n = 2et soit (C )la courbe représentative de g dans un repere orthonormé
n n

(031, ).
1. Tableau de variations de f :
1
Ona Ox>L;f'(x)=—X—= — =0x>1; f'(x)<0 donc fest

(nx)’  x(Inx)’
strictement décroissante sur ’intervalle ]1,+oo] .

Il est clair que limf(x) =+c0; lim f(x)=0" d’ou le tableau de variations de f :
xo1*

X — +00

x | 1 + o0
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2.a) Pour démontrer que : [It > 1; 0 <Int <t — 1 ,il est évident que :
Ot>1;0<Int (1) et pour le reste on peut étudier la fonction auxiliaire :
¢(t) =t —1—Int définie pour t>1 ; on trouve:

1_t-1
¢'(t)=1 _I e >(; [t >1d’ou le tableau de variation de ¢ :

t 1 + o0

' +

q) / %
0

Donc Ot >1;¢(t) >0 d’ou: Int<t-1. (2)

De (1) et (2) Onobtient: [t >1;0<Int <t -1.

Pour montrer la relation gz(x) 2 In %

2X12X21

on remarque d’abord que :

1
=2+ 1 ,d’apres I’'inégalité précédente 2.a) on a

x—1 x-1 x-1 X—
et >1; % > -1 et en intégrant sur un intervalle [x;2x]tel que X > 1 on obtient
n —
1 2x 1
Ot >1; ﬁdt > ﬁdt doit g,(x) 2 [In(t = D[ et enfin g (0 2 In 2= .
n X

b) Pour démontrer que : [In > 2; gn(x) 2 gz(x) on peut écrire
2x nx
g,(0 = [ f(Ode+ [ "Foat

dou g (x)=g,(x)+ j:f (t)dt et puisque la fonction f est positive et [In = 2; nx = 2x

alors L"Xf(t)dt 20 d'oi On 2238 (¥) 2 g(x).

Nous avons lim g, (x) 2 limIn X _11 =+ooet [In 2 2; g (x) 2 gz(x) d’out
x-1t xo1* X— n

lim g (x) = +.
x-1" ' n

3.a) Puisque la fonction f est décroissante sur tout intervalle [x;nx]tel que x >1 et

1 1
n=2;alors OtO[x;nx] ; —— <f(t) < et par intégration

In(nx) In(x)
X 1 nx nx 1
[ g4t S [Mtwaes | s dt
nx 1 nx
In(nx) I sg.(Os T) dt
1 nx
= ln(—nx)[ ] g,(t)< m[ ]
= ! (nx—-x)<g (t)< L (nx —x)
In(nx) TP T In(x)
et enfin on a pour tout x > 1 : (Illnz—ni))x < gn(x) < (nln—(xl))x .
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—_ 1 .
b) De I’inégalité précédente puisque lim u =+o0 ;alors lim g (x)=+o.
X - +00 ln(nx) X - +00
(n—-1)x (n-1)x
1 -1 1 -1
Et puisque Tim -2 — jim 271 — g ¢ tim 2 i 7L 6 Lators
Xodo X x~+» In(nx) Xodw X x~+» In(x)

lim 2™ =g

X — +00 X
42) g,(0=[" f(t)dt=g', (x) =nf@x) ~f(x)
1 1

In(nx) E

nln(x) —In(nx)
In(x)In(nx)

g'' x)=0=nIn(x)-In(nx)=0,x >1

= Inx")=In(nx),x > 1

=g' (X)=n

Alors Ox > 158" (x) =

=x"=nx,x>1

=x"" =n
L

=x=n""!

=x="¥n

1 1

Posons x, =n"! et y_=g (n"") ;alors d’apres 3.a) :
1 1 1 1

—1)pn-1 —1)nn-1 —1)ypn-1 —1)ynn-1
-y i N R
n-1 n-1 nn nn
In(n.n"1) In(n"") n—-1 n-1
-n+2 1
—1\24 n-1 —1\2nn-1
(n-1)"n Syns(n 1)'n
In(n) In(n)
Tableau de variations de la fonction g .
X 1 X, + o0
g

-0 +
. \ oo\ /
Y n

b) Le point Q2 de (Cz) en lequel la tangente a (Cz) est parallele a I’axe des abscisses

et de coordonnées x, =2 et y, avec

2
< < . T
n2) Q)

L’allure générale de la courbe (Cz) :

AT
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Exercice 7 (Bac 2003 sn)

On définie la suite numérique (U )pour tout n JIN par: U = '[1 1 : dx et
n n e

on pose Sn = Z;Up .
Le but de cet exercice est le calcul des limites suivantes : lim U lim nU et

n - +0o n - 400
lim S .

n - +oo n

1. Pour tout n [ IN" on pose w Zp.
p=1

a) Démontrer que : Op O IN’; > _1|_ i S In(p +1) —In(p) < % 1).
1

(on pourra utiliser le fait que la fonction x — X
[p;p +1D).

b) En utilisant la relation (1) démontrer que: (n 0 IN;
Inm+1)<W <1+In(n+1) (2) endéduire lim W

n - +oo

est décroissante sur ’intervalle

1-¢"

2. Soit (V) la suite définie pour tout entier n J IN™ par : Vn = et on

pose Tn = zn:Vp .
=1

a) Prouver que Ox O[0;1]; & <—1 s% Q).

V <U <

b) Prouver que : V Ie "dx , en déduire que ; " %

¢) Déduire de ce qui précéde lim U et lim nU

n - +oo n - +oo

T
< e’’, montrer que :

3.a) En remarquer que : (p > 0; e?

"<Ze <eii

T
b) En utilisant (2) montrer que : lm+1 T = +co puis calculer 11 im (n)
¢) Que peut —on en déduire pour 1119 S .
Solution
s« 1 -nx
La suite numérique (U ) est définie pour tout n (1 IN par: U = '[0 1e+ —dx et on
n n e

pose Sn = ZUP .

1. Pour tout n 0 IN on pose W z p’
p=1
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a) Pour démontrer que [p 0 IN’; 11 <In(p+1)-In(p) < 1 (1) on
p p

1
pose §(x) =—, x>0 ;lafonction ¢ est décroissante sur tout intervalle [p;p + 1]ou
X

pOIN’;
donc Op OING  ¢(p+1)<d(t) < d(p)
— S o(t) < 1 et en intégrant on obtient
p

p+1j dt<j d(t)dt <= j dt d’ou Op O IN';

1 1

<In(p+1)-In(p) < — 1.
+1 P

b)On écrit la relation (1) pour p =1,2...,n :

IN
—
=

[\
.
=

k.
A\
[y

A NSRS R
N

len(n+1)—ln(n)sl
n+1 n

n+1

1
En sommant on obtient z— <lh(n+1)< Z— et on peut écrire :
p=2 p p=1

1
-1+ —+—<In(n+1) < —
le n+1 ( ) Z

donc: —-1+W,_ +isln(n+l)sWn
n+1
d’unepart: In(n+1)<W,

1
d’autrepart: -1+W_ + ——rl <In(n+1) implique
n

W, +le+ln(n+1) ;
n+1

mais W, <W, +L:Wn <l+In(n+1)
n+1

Enfin onobtient: [On OIN; Inn+1) < W <1+lnm+1) (2)

D’apres (2) et puisque llm In(n +1) = +00 on en déduit que lim W = +oo,

n - +oo
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-n

1-e

2. La suite (Vn) est définie pour tout entier n [] IN' par : Vn = et on pose
T=)V.
n p=1 P
a) Pour prouver que [Ix [0[0;1] ; e < 1 - < 1 3 ona
2 1+e 2
0sxsl=e’<e* <e'
D’une part 1se* =2<1+¢"
1 1
=>—-2
2 1+e"
D’autre part 1<e” = 1+e" < 2e”
1 1
=
1+e* 2"
1 e
= = —
1+e* 2
D a]; € <1 <1 @3
onc Ox O0[0;1] 5 [+e =2 3)
1 _1 _ | + 0 1 _ n
b) Nous avons I e dx =—[e "X](l, =Z¢ T 7T
0 n n n
1 _x
donc: V =I e dx.
n 0
—(n+1)x e—nx -nx
En multipliant dans (3) par €™ On obtient < 1 < et par intégration
+e*
on déduit que :
1y <y <1
2Vn+l - Un - 2Vn.
. 1.. . 1.. .
c) D’apres b) on a > ImV A <limU, < 3 lim Vet puisque

-n

lim V, = lim
n - +oo n — +oo

n

1..
D’autre part ona — lim nV

n+l
2 no+o n - 400

limnV, =lim(1-e™)=1et limnV_, = lim

n - +oo n - +oo n -+
limnU, =1.
n - +oo

=0 on en déduit que lim U A =0.

n - +oo

. 1. .
<limnU, <—lim nV, et puisque

2 o+

n

(1—-e™) =1 ;alors
n+o +1

-P

1 e - P
3.a) Enremarquantque: p>0=>p=21=—<1= —=<e™® on peut écrire

n e_P
Op > 0; Z— <

p=l p=1

p p

n
e’ le deuxiéme membre est la somme des termes consécutifs

e . -1 . -1
d’une suite géométrique de premier terme e et de raison e donc:

41-e™ _ 1-e™" _

-n

1 e 1 n

<

Op > 0; Zn:e"’ =e

p=1 1 - e_l

e—1 _e—l_e—l

— dou 0 < )’

e_P
p:l p
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P | -n n n 1 n Y
b) Rappelons que V =1 ¢ =l_e et T =ZV donc T, = Z Ze—

n n n noo= P p=iP a1 P
d’ou
n e -p
T, =W, Z— de la relation 0 < Ze? o 1 1 et du fait que lim W = +oo
p—l p n - +oo
on obtient lim T = 4o .

T, LI | noe’P
Pour calculer lim na —» = Z -
n+eo In (n) Inn 4 plnn 4Zplnn

peut encadrer T, :

1 n -pP 1 n P
D’apres 3.a) on a < —Ze— <0 donc W, ———<W, —Ze— <W, dou
€- p=1 P -1 p=t P
WD—LSTHSWHSW“— 1 ST“ _W
e—1 Inn (e—=1)lnn Inn Inn

En utilisant (2) : On O IN*;

ln(n+1)sWns1+ln(n+1):>l“(“+1)<Wn< 1  Inm+1)

Inn Inn Inn Inn
= 1im POFD o Wo gy [ L In(0* D)
n.+o  Ipn no+opn  n-+ef Inn Inn
= lim — =1 et puisque llm;—O alors lim —- =
n-+o nn n-+» (¢ —1)Inn n-+o nn

c)OnaSn =ZU et: 1V <U

n+1 1 n

—ZV ZU

2p=1
1 1
E[Tn+1 _Vl]ssn SETn
1’I‘n+l SSn SllTn
2 2

On en déduit que lim S =

n - +oo
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Exercice 8 (Bac 2017 sn)

—nx

e
1+e”

Pour tout entier naturel n on définit la fonction f sur R par: f (x)= — et soit

(C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;f,}) .
1) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe a déterminer.
2) a- Dresser le tableau de variation de f,.

b- On considére les points M et N de la courbe (C,) d’abscisses respectives
x et —x. Déterminer les coordonnées de A , milieu de[ MN| , que représente A
pour (C,)?

3) a- Montrer que les courbes (C,) et (C,) sont symétriques par rapport a

I’axe des ordonnées.
b- Déduire le tableau de variation de f,

c- Construire (C,) et (C,) dans le méme repere.

4) On suppose que n est strictement supérieur a 1.
. .|
b- Montrer que limf (x)=0 et limf (x)=+c puis calculer lim L&)
X — +oo X — —00 X - —00 X
Interpréter.
c- Calculer f; et dresser le tableau de variation de f,.
5) Soit (u,) la suite définie par : u, = L:fn (x)dx, nON
. +
a- Justifier I’existence de (u,) puis vérifier que u, =In (1—26)
b- Vérifier que u, +u, =1 etque u_,, +u, = 1-e puis déduire u, et u,.
n
c- Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.

Solution
Pour tout entier naturel n on définit la fonction f, sur R par: f (x)= li -
€
soit (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;i,j).
1) Montrons que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe
Si un point M d’abscisse x est commun a toutes les courbes alors f . (x) =f,(x)

—(n+l)x e—nx
Donc = —et par conséquent x=0

1+e™ 1+e

Or £ (0) =% Donc toutes les courbes (C,) passent par le point de coordonnées

)

2) Tableau de variation de f,.

1

Ona f =
o) 1+e™
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Donc lim f,(x)=0 , limf,(x)=1 et £, (x)=—— >0

)

Donc le tableau de variation de f, est le suivant

X =00 +00

f, (x) *

fO (X) /
0

b- On considére les points M et N de la courbe (C,) d’abscisses respectives

1

x et —x.Déterminons les coordonnées de A , milieu de [MN] ,
Comme M(x;f,(x))et N(—x;f,(-x))alors si A(x,;y,)est le milieu de [MN] alors

X, =X+;_X) =0
1
_EO+HEHEX) _g4e™ q4er _1
A 2 2 2

Alors les coordonnées de A sont A(O;%)

Comme y, = f"(x)+—2f°(_x) = % alorsf,(x) +f,(—x) =2 X% donc A représente le

centre de symétrie de (C,)
3) a- Montrons que les courbes (C,) et (C,) sont symétriques par rapport a

I’axe des ordonnées
er 1

1+e™ 1+¢’
D’ou si le point M, (x;y) appartient a (C,)alors le point M,(—x;y)

On remarque que f,(x) = =f,(-x)
appartient a (C))

Donc les courbes (C,) et (C,) sont symétriques par rapport a ’axe des
ordonnées

b- Le tableau de variation de f,

Nous savons que f,(x)=f,(—x). Donc f, (x) =—f, (-x) <0
Donc f, est décroissante

x -00 +00

f, (x)

1

\ 0
f,(x)
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c- Construction de (C,) et (C,) dans le méme repére
Chacune des courbes(C,) et (C,) admet deux asymptotes horizontales

d’équations y =0 et y=1. Elles coupent (Oy) au point d’ordonnée %

4) On suppose que n est strictement supérieur a 1.
a- Calcul de limites et interprétation

e ™ lime™ =0
lim f_(x) = lim —=0 car X
X - +00 x-to] 4@ lim(l_l_e—X):l

X — +0o0

Interprétation : la courbe (C,) admet un asymptote horizontale
d’équation y=1 a +co

—nx —(n-1)x _ _ —(n-1)x _ _
lim&=lim£ ¢ X1J=lim£ ¢ X (n 1)X]—lim[ ¢ X (n I)J

xamm x  xeo(14+e™ x| x-=|—(n-1x x(1+e*) ) x--=-(n-1x (1+e)

t — —
On pose t=—(n-1)x alors lim Le) = lim Le— x (n I)J

X —» —00 X t - +oo t (1+ex)
t —(n —
Or tim | < |= 4o et tim[ -2~V )= n41
X4l t X = —00 1+eX
Donc limw=—

X — =00 X
Interprétation graphique:
La courbe (C,) admet une branche parabolique de direction (Oy) a —o

b- Calcul de f! et

f'(x)= —-ne™(1+e™)+e ™ xe™ -ne™(1+e¥)+e ¥ xe™ -ne™(-n+ (1 - n)e_x) <0
' A+e™y A+ery vy

Le tableau de variation de f,

X -00 +00

f, (x) ]

+00

Lo | T

0

5) Soit (u,)la suite définie par : u, = L:fn (x)dx, nON

a- Justification de ’existence de (u,)
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Comme f, est continue sur |:0,1:| alors (u,) existe.

Calcul de u,

! _ _(loe _ o _ _ 1+e
u, = [ f,(x)dx = x=| P =[In(+e")] =In(1+e)~In(2) —ln(Tj
b- Vérifions que u, +u, =1
= [, 0dx = [ ax+ [ = —ax = ['ax =[x =1
u1+u0—J'0 o (X) X_'[01+e'x X+jol+ — x—jo x=[x] =
. 1-e™
Vérifions que u,,, +u, =
n
(n+1)x le nX(e +1)
= dx + =
Unet + 1 -[ 1+e™ ¥ j -[ 1+e™
1
1 1 _ B |
:I e“de:|:—_e “x:| :—e +=
0 n b n n
Donc un+1+un=1_e
n
Déduction de u,et u,
+
u,+u, =1 =u =1-uy, =>u =1- ln(lze]
l_e_l -1
u, +u, = 1 =>u,=1-¢ —u,
+
=u,=1-¢"'-1+In| — L) =—e” +In 1%
2 2
c- Montrons que (u,) est convergente et calculons sa limite
—(n+l)x —nx
On sait que -(n+1)x<-nx e " ge™ = < &
1+e™ 1+e™
—(n+l)x -nx
Alorsj'le - dxsj'1 © _dx et u, <u
01+e”™ 01+e™ "

Comme (u,) est une suite décroissante et minorée par zéro elle converge.

1 e™ 1 1 ' 1 1
0 s — dX s .[ e—nxdx - __e—nx - __e—x + =
01+e™ 0 n , N n

Donc OSunsl
n

Alors d’apres le théoreme des gendarmes lim u, =0

n - +oo
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