Exercices de revision (2) 7C

(Analyse)
Exercicel (Bac 2017) Voir corrigé
Inx
Soit f la fonction défini 2 cf(x)=——
oit f la fonction définie sur J0;+od par : f(x) 2

1) a- Dresser le tableau de variation de f.
1

b- Déduire que pour tout entier n > 6, I’équation f(x)=— admet dans I’intervalle [1, \/gi| une seule solution
n

notée a_
c- Prouver que la suite (a ) est décroissante, en déduire qu’elle converge.

ln(k+1) <J‘k+1 lnxd <H

2) a- Montrer que pour tout entier k strictement supérieur a 1, on a : k1) - —

k X2 Xs kZ
b- Utiliser une intégration par parties pour exprimer en fonction de n I’intégrale : I ;ln—zxdx s n=2.
X

E E In4 Inn

3) Pour tout entier n supérieur strictement a 1,onpose : S, =——+-— +~— +u..+ —;
2 3 4 n

a- Montrer que S, — ln(2) <I"m_xdxg S _M

27 2 x " ()
b- En déduire que : 1+In2 n+(n—21)ln(n) <8, < 2+3In2  1+In(n)
2 n 4 n
v (In2)"" n
4) Pour tout entier naturel n non nul, on pose: u, 6 = Zu et I = ljz (Inx) dx
~ k! "opldt x?
(n2)" o
a- Montrer que : VneN < T En déduire la limite de I,
n!
1 (ln2)n+1
b- Montrer que : VneN -
2 (m+1)!
n2)’ In2)"
c- En déduire que : Vne N L@ E+( ) +( )
Jo2 1 2! n!

d- Exprimer (u,)en fonction deI . En déduire la limite de (u,).

Exercice 2 (Bac 2015) Voir corrigé

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

X

Soit f 1a fonction définie sur R 'par f(x) = 1+1
1.a) Justifier que lim f(x)=1 et lim f(x)=0. Interpréter graphiquement.
X——00 X—>+oo

b) Dresser le tableau de variation de f .
¢) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I’on déterminera. Donner I’expression de sa
réciproque f7'(x). On note (C')la courbe de f~' dans le méme repére.

2.a) Vérifier que le point Q(O,%) est un centre de symétrie de la courbe (C).

b) Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point d’abscisse o telle que 0,4<a<0,5.
¢) Tracer les courbes (C) et (C").
d) Calculer, en fonction dea , I’aire A du domaine plan limité par les courbes (C) et (C'), et les axes des

).

—X

€
e +1 e +1

coordonnées (On pourra remarquer que

3) Pour tout entier neN , on pose I = I:f "(t)dtou a est le réel trouvé en 2.b)
a) Justifier que I, =a+InQ2a).
b) Vérifier que pour tout réel x : f'(x)=f*(x)—f(x).
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n+ n n 2]1

d) Montrer que la suite (I,) est décroissante et positive. Que peut on en déduire ?

¢) Montrer que pour tout neN : I -1 = 1(06‘ _1 j
4.2) Montrer que pour tout neN : a""' <I, < 2— En déduire limI, .

X—>+0

n—>+00 2k

n-1
b) Montrer que I, =a+InQ2a)+» — (a _Z_J .En déduire lim Z (a —Lj
k=1

Exercice 3 (Bac 2015) Voir corrigé

3x —12x* +19x—10
P —4x* +5x
(x—1)(ax’ + bx+c)
x(x*> —4x+5)

1) On considére la fonction numérique g définie sur R par: g(x)=

a) Déterminer a, b et c tels que pour tout xde R : g(x)=
b) Etudier le signe de g(x) sur R .
- . ‘. P x’ —4x+5
2) On considére la fonction numérique définie sur R par : f(x)=3x-3+In| ————
X

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

a) Calculer lxl_l)l(}f (x), interpréter graphiquement.

b) Calculer xll)l-}loo f(x)et xll)l!lao f(x).

¢) Montrer que (C) admet deux asymptotes dont ’une, notée D, est oblique. Etudier la position relative de
(C)etde D.

3.a) Vérifier que f'(x)=g(x) ou g est la fonction définie en 1), et dresser le tableau de variation de f.

b) Démontrer que I’équation f(x)=0 admet une unique solution o dont on donnera un encadrement
d’amplitude 5x107". ¢) Construire (C).

4) On se propose dans cette question de calculer ’aire S du domaine délimité par la courbe (C) et les droites

d’équations respectives : y=3x-3, x=3 et x=2+1/3.

2— f—
a) Vérifier que pour tout réel x on a: M:Z 1+ 22x 4 _ 1 = |-
X" =4x+5 X —4x+5 1+(x-2)

b) Calculer A= L“‘ﬁ 22"4_‘:5
X —4ax

2+3 1

T
¢) En posant x=2+tant pour tout te|0;—| ; calculer B=
) Enp P [ 2[ ’ } 1+(x—2)

d) En utilisant une intégration par parties, calculer J = J. In(x* —4x+5)dx et K= ZJ' Inxdx. En Déduire le

calcul de I’aire S exprimée en unité d’aire.

Exercice 4 (Ba¢ 2017) Voir corrigé
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on définit la fonction f sur ]),+oc|: par : f (x)=(nx)"

et on désigne par (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;.,,, .

1.a) Calculer 11m f (x) et discuter lim f (x) suivant la parité de n.
x—>0"

b) Calculer f/(x)dérivée de f (x) et dresser le tableau de variations de f, (suivant la parité de n)
2.a) Etudier les positions relatives de et (C,) et (C;)

b) Construire (C,)et (C;) dans le méme repére.

_E=D 1) e 1)
Pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, on pose : I, = f (x)dx et u, =

e—2
3.a) Montrer que I, = BN (on procédera par intégration par parties).

_q1\n+l1
(1) e+l

b) Montrer que pour tout entier naturel n strictement supérieur a I,ona: I ,, = m+1)! n
n+1):
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c) Vérifier que I, =—1+e.u, d) En déduire que Vn>2, I =-1+eu,

-1
4.a) Montrer que : Vx e[l;e], 0<f (x)<1. Déduire que |In| < e_'
n!

b) Déduire la limite de (I,) puis celle de (u,)
Exercice 5 (Bac 2005) Voir corrigé

. Inx
Soit n€IN et soit f la fonction numérique définie sur ]0,+oo[ par: f (x) =——, on désigne par (C,)sa
X

courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i,j) d’unité Scm .
1. Dresser le tableau de variation de f_ .
2.a) Montrer que toutes les courbes (C, ) passent par un point fixe A, dont on déterminera les coordonnées et
que ces courbes (C,) admettent la méme tangente en A .

b) Etudier la position relative de (C,) et(C,,,)-

¢) Soit M le point de (C, ) en lequel elle admet une tangente horizontale. Montrer que tous les points M
sont situés sur une branche d’une courbe dont on donnera une équation.
3. Tracer (C;).

In2 In3 Inn

4.0npose: f=f; etpourtout n>2 :S, =Zf(k)=—3+—3+...+—3.
k=2 2 3 n

a) Montrer que pour tout K=2 ona: f(k+1)< I:H f(x)dx < f(k).

b) Montrer que pour tout n>2ona: S, —E<jf( x)dx <S | _ln_3n.
n

¢) En déduire que pour tout n>2on a: I f(x)dx + ln_n <§, < I f(x)dx + %

n
d) Calculer j , f(x)dx, en déduire que la suite (S;) est convergente.

e) On pose limS,, = A , montrer queln!ZS\/E’< 2 < ln!AlSJEP.
n—>+0

Exercice 6 (Bac 2003) Voir corrigé

1

On considére la fonction f définie sur Pintervalle |1,400] par : f(x) = —— et soit g_la fonction définie pour

Inx
tout entier naturel N > 2, par: gn(X) = I " f(t)ydt; x> 1 et soit (Cn) la courbe représentative de g dans

un repére orthonormé (O3, j).
1. Dresser le tableau de variations de f.

2.a) Démontrer que : 'Vt > 1; 0 < Int < t — 1 en déduire que gz(x) > ln% .
b) Démontrer que : Vn > 2; g (x) = gz(x) en déduire que limg (x) = +oo.
n x—>1* n

( - 1)x (n — 1)x
In(nx) < gn(x) < Inx) °

3.a) Démontrer que pour tout X > 1 on a:

g (%)
b) Calculer les limites suivantes : llm g (x) et lim "X .
X—>+0©
. ey — DIN(X) — In(nx) . .
4.a) Montrer que pour tout X > 1 ona : g, X = In(x) In(nx) et dresser le tableau de variations de la

fonction g .
n
b) Construire P’allure de la courbe représentative (Cz) de g,,on donnera un encadrement de I’ordonnée du

point Qz en lequel la tangente a (Cz) est paralléle a I’axe des abscisses.
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Exercice 7 (Bac 2003) Voir corrigé

. 1 ,—nx
On définit la suite numérique (U ) pour tout n € IN par: U = Io le —dx etonpose S = 2 Up .
n n + (4 n p=1

Le but de cet exercice est le calcul des limites suivantes : limU , limnU et limS .

n—>+ n n—>+oo n n—->+o n

1. Pour tout n € IN" on pose W p
p=1

<In(p + 1) — In(p) < ).
1

(on pourra utiliser le fait que la fonction x — X est décroissante sur D’intervalle [p;p + 1]).

a) Démontrer que : Vp € lN*; p + 15

b) En utilisant la relation (1) démontrer que: Vn € IN; In@m + 1) < W“ <1+Inm+1) (2) endéduire
lim W .

n—+oo n

* _ —n
2. Soit (V) la suite définie pour tout entier n € IN par: V = 1 ne etonpose T = E V.
n n n P
p=1

a) Prouver que Vx € [0;1] ; &- < 1 - < 1 3).
2 T 1472
1
b) Prouver que: V = I e "dx , en déduire que : %V L, SU < %V .
¢) Déduire de ce qui précéde llm U et lim nU
n—>+ow
3.a) En remarquer que : Vp > 0; % < ¢", montrer que : e? < e —
p=1
b) En utilisant (2) montrer que : l_l)IJrlcl0 Tn = +00 puis calculer ll im . (n)

¢) Que peut —on en déduire pour lim S .
n—>+o0 n

Exercice 8 (Bac 2017) Voir corrigé

—nX

Pour tout entier naturel n on définit la fonction f sur R par: f (x)= le —
+e

et soit (C ) sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O;:,], .
1) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe a déterminer.
2) a- Dresser le tableau de variation de f,.
b- On considére les points M et N de la courbe (C,) d’abscisses respectives x et —x. Déterminer les
coordonnées de A, milieu de [MN] , que représente A pour (C,)?
3) a- Montrer que les courbes (C)) et (C,) sont symétriques par rapport a ’axe des ordonnées.
b- Déduire le tableau de variation de f,
c- Construire (C,) et (C,) dans le méme repere.

4) On suppose que n est strictement supérieur a 1.

a- Montrer que limf (x)=0 et 11m f (x)=+c0 puis calculer lim *— L, . Interpréter.
X—>+0 x—>-o Y

b- Calculer f! et dresser le tableau de variation de f, .

5) Soit (u,)la suite définie par : u, = IO] f (x)dx, neN

a- Justifier I’existence de (u,) puis vérifier que u, = ln(l-;e]

—n

b- Vérifier que u,+u, =1 etque u, , +u, = puis déduire u, et u,.

n+1

c- Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.
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