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ASSOCIATION DES AMIS DE MATHEMATIQUES

DEVOIR DE MATHS

Niveau: 7C Durée :4H Proposé le 24 mai 2017 de 8ha 12h

Exercice 1 (5 points)

Le plan compléxeest muni d’un repé re orthonormé (O;u,v) -

1) On pose : P(z) = z° —(6+5i)z2+(1+20i)z +14-5i ouU z est un nombre complexe.

a) Montrer que I’équation P(z) =0 admet une solution imaginaire pure.

b) Résoudre, dans ’ensemble des nombres comple xes, I’é quation P(z)=0 .

2) On considere les points A,B et C d’affixes respectives z, =i, z, =4+i et'z, =2+3i. Pour tout point M du

plan on pose ¢(M) =3MA2-2MB2+McC? et I', I’ensemble des points M tels que ¢(M)=k, ol Kk est un réel.
a) Calculer I’affixe du point G barycentre du systéme{(A;S),(B;-Z),(C;l)}
b) Vérifier que ¢(G)=—44 ‘puis discute rsuivant les valeurs de k, la nature de T, .

c) Détermineret construireI';, .
3) Soit f I’application qui a tout point M(X)y) d’affixe z associe le point M'(X’,y") d’affixe z' tel que :

. 32—z

z :( Z estle conjugué de z ) etsoit T le cercle d’équation (X +3)° +(y—2)° =50.

a) Ecrire X' et y' enfonctionde X ety .

b) Donner une équation cartésienne de ’ensemble I""image du cercle par ’application f .
c) Montrer que T est une ellipse dont on déterminera le centre, les sommets et I’exce ntricité.
d) Représenter I'et I""sur la figure précédente.

Exercice 2 (5 points)

On se propose dans cet exercice de calculer la limite de lasuite numérique de terme general U, =

On consicére la fonction f définie sur ]0,+oo par f(x)=x*—2Inx.
1) Dresser le tableau de variation'de’ f-etvérifier que fest strictement décroissante sur ]0,1] .

1
2) Soit A eR” ; Onpose 1(A) =Lf(x)dx.
1
a) En utilisant une intégration par parties, calculer L Inxdx.
b) En déduire le calcul de 1(A) puis lim I(A).
A—0t
. 1, K
3.%0itneN, Nn>2; keN telque 1<k<n onpose:S, =ﬁzf(ﬁ)'
k=1

1, k+1, 1,k
=f(—) <" f()dt<=f(-) ; <k<n-1.
a) Montrer que - ( - ) IE (1) - (n) : pour 1<k<n-1

n

1.1 1 1 1, 1.1
b) En dédui S, —=f(=)Z1(=) LS, pui 1(Z)LS, L 1(5)+=f(5).
) En deduire que : S, — () <I(2)<S, puis aue : 1()<S, 1) +>f()

. 7
c) Enutilisant 2.b) et 3.b) montrer que limS, =—.
N—+o0 3

n I
4.a) Montrer que : ZIn(E) = In(n—n').
&~ \n n
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\ n(n+1)(2n+1
b) Montrer par récurrence que pour toutentier ne N*, Zkz = ( )6( ) _
k=1
2
¢) En déduire que : S, =%—2In U, Déduire de ce qui précece lim U, .
n n—

Exercice 3(5 points)
1.a)Trouver lasolution générale de 1’é quation différentielle y''—2y'+y=0.

b) Donrer la solution particuliére dont la courbe dans un repére orthonormé (O;i,j)admet la droite
d’équation y =X comme tangente 4 I’origine O.

2) Soit la fonction paramétrique f_ définiesur R par f (x)=x"e*. nest unentier naturel n>1.

Soit (C,) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (O;i, j) .

a) Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes que I’on dé terminera.

b) Etudier les positions relatives de (C,) et (C,,,)-

3.a) Etudier la fonction f(x)=f,(x) =xe* etdresserson tableau de variation. Tracer la courbe (C,).

b) Calculer I’aire du domaine plan limité par la courbe (C;)+ I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=0et x=1.

4) On considére lasuite numérique (1,,) définie pour toutentier naturel n>1 par I, = (—1)”I:x"exdx .

a) Montrerque I, =-1

. 1 e L
b) Montrer que pour toutentier naturel n>1 , —s|ln|S—. En déduire lim 1.
n+1 n+1

nN—-+oo

¢) Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n>1 :
b =D e+ (n+1)1, .
1(2x3 +5x% —x —4)e*

d) En déduire le calcul de I’intégrale J=
0 X+1

dx . Donner la valeur de Jsous la forme ae+b

ol aetbsont des entiers relatifs.

Exercice 4 (5 points)
Dans le plan orienté on considére un triangle équilatéral direct ABC de centre O et de coté a,(a> 0). Soient

I, Jet K les milieux respectifs des segments [BC], [CA] et[ AB].

1.a) Faire une figure .illustrant les.données précédentes (on-prendra (AB) horizontale).

b) Montrer qu’il exis te une unique rotation 1, qui transforme BenC etJen K. Caractériser r, .
c) Soit la rotation r, qui transforme Ben C et KenJ. Préciser le centre et un angle de r,.

2.a) Soit f=r or, et g=r,0r,. Caractériser fetg.

b) Montrer que gof =t_. ol t.estla translation de vecteur BC..

c) Pour tout point M du plan on note f(M)=M, et g(M)=M,. Montrer que les quadrilateres MBM,A et
MCM,A sont des parallélogrammes.

3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s qui transforme B en | et C en J. Déterminer I’angle
et le rapport de s.

b) Déterminer s(A) et s(O).

c) Caractériser lacomposée h=r, os.

4) Soit T Pellipse de foyers I et J passant par C.
a) Montrer que KeT.
b) Construire lessommets de T". Justifier la construction.

5) On muni le plan d’un repére orthonormé direct (Q;u,v) tel que Qest le milieude [13] et m=%aﬁ ou aest

la longueur du coté du triangle ABC.
a) Donner une équation cartésienne de T dans le repere (Q;u,v).
1
b) Montrer que ’excentricité de ' est €= >
Fin.
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