Olympiades Nationales de Mathématiques 2020

Sélections régionales 1° tour Niveau 7C 26 janvier 2020

Corrigé

proposé par AMIMATHS

Enoncé de I’Exercice 1

On donne la matrice: A =

=R
S O =
S == O

A tout réel x on associe la matrice M(x) =1, +xA +%sz2

1) Calculer A’ et A’et en déduire, pour tout entier n>3, la valeur de A".
2) Montrer que M(x)M(y) =M(x+Yy).

3) Soit n un entier naturel. Ecrire les matrices M(x) et (M(X))n sous forme de tableaux.

Corrigé de I’Exercice 1 :

01 0)0 10) (001 Baréme :
1) A2=|0 o 1[0 o 1|=|0 0 o] et 1) A’
00 0] 000) 000 A’
0 0 1)(0 1 0) (0 0 0 A
A*=0 0 0[[0 0 1[=0 0 0|=A%=0, 2) M(x)M(y) =M(x+y)
000Jlo oo/ looo b) M(x)
Pour tout entier n>3,0na A" =A’xA"> =0, xA"> =0, (M(x))"

Présentation, rédaction et idées

N DN W AN WSS

1 1
2) Ona M(X)M(y)=[l3 +XA +EXZA2J[I3 +yA +Ey2A2J donc
M(x)M(y) =I5 +yA +%y2A2 +XA +xyA? +%}i{y2A3 +%X2A2 +%}i{2yA3 +%X2y2A4 or A’=A'= 0,,dou
M(x)M(y) =1, +yA+%y2A2 +XA +xyA? +%X2A2 =1, +(X+y)A+(%X2 +Xy +%y2]A2

= Mx)M(y) =1, +(x+y)A +%(x + y)2 A =M(x+y)

2 2
X X
) 1oo0y(0oxo0 |5 |t xS
3) M(x)=I3+xA+Ex2A2= 01 0(+/0 0 x|+|0 0 0 [=|0 1 «x
001){oo0o0)]oo of o0 1
1 2x 2x°
(Mx)’ =MxMx =M@2x)=|0 1 2x [.Ona (Mx)" =Mx)(Mx)"", on démontre alors par
0 0 1
1 nx ln2x2
2
récurrence que (M(x))" =M@mx)=|0 1 nx
0 0 1

Olympiades Nationales de Mathématiques 2020  Sélections régionales 1% tour Niveau7C  Corrigé proposé par AMIMATHS 1/4




Enoncé de I’Exercice 2
Soit [ etl' deux cercles qui se coupent en A et B. Les tangentes en A a I et['recoupent

respectivement [ et [ en D et C et la droite (CD) recoupe le cercle I" en un point M différent de
B. On se propose de montrer que la droite (NIB) passe par le milieu du segment [AD]
1) Soit Nle point d’intersection de (BM) avec ['. Donner une mesure de I’angle (ﬁ,c—n) .

2) Déterminer la nature du quadrilatere AMDN puis conclure.

Corrigé de ’Exercice 2 :

1) En appliquant le théoréme de la tangente avec celui de la cocyclicité sur I
on trouve (E,ﬁ) = (B—A,B—N) []=> (ﬁ,ﬁ) = (B—N,]ﬁ) [] ,d’ou:

(AN, D) = (AN, M) = (AN, AC) + (AC, M) = (BN, BX ) (B&,BM) [1]

= (AN,CD) = (BM,BA) + (BABM) [r]=|(AN.CD)=0 [r]]-

Donc (AN) est parallele a (CD).

2) En appliquant le théoréme de la tangente avec celui de la Bar%;
o 1) (AN,CD) 7
cocyclicité sur [ on trouve
A - oy g o an) - (o a 2) Nature AMDN 7
(AD,AM) = (BA,BM) [r] = (AM,AD)=(BM,BA) [r], e A /
d’oir : (m”D_N’) - (m,ﬁ)’) + (E,ﬁ) - (B—M,ﬁ) + (ﬁ,ﬁ\j) [r] Présentation, rédaction et idées 2
= (m,ﬁ) =0 [T[] alors les droites (AM) et (DN ) sont
également paralleles. D’ou AMDN est un parallélogramme ce qui montre que les segments [AD] et [MN]
ont le méme milieu donc la droite (NIB) passe par le milieu du segment [AD]
Enoncé de I’Exercice 3
On considere dans C, les complexes z, et Z, de module 1 et d’arguments respectifs 0 et B.
(2,+2,) o
1) Montrer que ——— est un réel positif ou nul.
Z1z2
2) Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé (O;fi, V) , on considere les points A et B
d’affixes respectives a et b (on suppose que les points O, A et B ne sont pas alignés). Calculer en
fonction de a et b I’affixe z du point I barycentre du systeme {(A,|b|) H (B,|a|)} .
2
3.a) A ’aide de la question 1), montrer que Z—b est un réel strictement positif.
a
b) Exprimer argz en fonction de arga et argh.
¢) En déduire que OI est un vecteur directeur de la bissectrice de I’angle AOB.
Corrigé de I’Exercice 3
2 \
a- B ,a+B Bareme :
; ; 2cos| —— |e 2 1) 5
+2,) (e +e®) [ [ 2 ) ] -
1) (Zl Zz) — ( s ) - e = 4cos> (G B] 2) 4
z,z, e’e e 2 3)a) 4
donc ¢’est un réel positif ou nul. b)) ;
C
2) 1= bar{(A,|b|);(B,|a|)} = z= W Présentation, rédaction et idées 2
a
o (e (2en) ey e (3R
o _(abl+blal)" _ 22 _a[b| [a[b] _Ual ) (i) 22 _\Jal [af[b]
Ja)’=|——— | =>—= 2 = x S=>—= x =
[af +[p] ab ab [al + b]) ab (| +[b))" Cab A b (g )

[al bl
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a)
a
=+
) :
Comme Lb'z est un réel positif et M est de la forme M avec z, =2 et zZ, = de
(al+[0]) axb [ bl
Jal o
2

b
module 1 ; alors z est un réel positif. En plus Lb'z #0 eti +—7#0 car A, B et O ne sont pas
ab (al+bl)" " [al [b]

e e a b 3 .a_b
alignés implique que a#0, b#0et que ﬁ et H ne sont pas opposés : Si E +H =0 alors

2
alb|+blaj= 0= b —% OR® = arg(k) =m= (OA,@) =1 ce qui n’est pas le cas d’our z—b est un réel
a a a a

strictement positif.

a

2 2 1
b) L OR" = arg| 2 |=0= |argz == (arga +argb
) SOR. gl & g 2( g gb)

—_—

¢) argz =%(arga+argb):>argz—arga=%(argb—arga):> (m,a) =%(O ,(ﬁi) .D’out OI estun

vecteur directeur de la bissectrice de I’angle AOB.

Enoncé de I’Exercice 4

Soient A, B et C trois points du plan, deux a deux distincts, d’affixes respectives a, b et c. Montrer
que les quatre propositions suivantes sont équivalentes :

1) Le triangle ABC est équilatéral

2) jou j’est racine de ’équation az’+bz+c =0
3) a’+b*+c¢? =ab+ac+bc
4) 1 . 1 + 1 _ 0

b-¢c c¢c—a a-b

Corrigé de I’Exercice 4

21
. i . - _ . 1
Ona j=e*enplusona j=1j=j == Baréme :

1) -2 6
» Supposons que le triangle ABC est équilatéral alors 2) = 3) 6

n T T T T
c—a i c—a i c—a i i i 3 =4 6

-_n3 _— 3 -_n3 —_— g = 3 — 3
> —e” ou e -or =e’=>c-a=be’ -ae’ = Présentation, rédaction et idées 2

b—a b-a b-a

L T
(-1+e3)a-be? +c=0=ja+bj’ +c=0=aj' +bj’ +c=0et
c—a " 4 T 4T 4T
b =e 3=>c-a=be 3-ae—3=(-1+e 3)a—be 3+c=0:>aj2+bj+c=0.D’0i1m
-a

> Si j est solution de I’équation az*>+bz +c =0 alors on a aj’+bj+c=0=a(j’ +1) +bj+(c—a) =0

a -iy o N .
=—-j=e ?donc ABC est équilatéral. De méme si j’ est solution
-a

de az’+bz+c =0 alors aj'+bj’ +c=0=a(j' +1) +bj* +(c—-a) =0

:>j(b—a)+(c—a)=0:>lc)

. c-a ., iV e R
= j(b-a)+(c-a)=0=> o =-j* =e *donc ABC est équilatéral. D’ou

> Si ABC est équilatéral alors d’apres Alkashi on a : a> =b* +¢’ - 2bcc0s%[ =a’ =b’ +¢* —-bc par

analogie on exprime b’ et c?, alors on a

a’=b*+c*-bc
b>=c*+a’—-ac =>a’+b?+c’> =2(a’ +b* +¢?)—(bc +ac+ab)=a’ +b* + ¢’ =bc+ac+ab. D’ou
¢ =a’+b’-ab
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P, = P,|. Réciproquement si a* +b* + ¢’ =bc+ac+ab alors on a

a’+b>-2ab=-c’ +bc+ac—ab=c(b-c)+a(c-b)=(b—c)(c—a)=(a—b)’ =(b—c)(c—a). Donc

1 1 1 _  b-a 1 _b-a 1 _1 1 _
b—c+c—a+a—b_(b—c)(c—a)-|-a—b_(b—a)z+a—b_b-a+a—b_0doncm

1 1

1
» Supposons que + + =0 alors on a
b-¢ c¢—a a-b
( b)—(a ):_ 1 b-a c-a
b—-c)lc—a a-b b-c b-a -a _ -a _ c-b .
c—b _ = c_b_b_a:>argb_a—arg _c—argc_a donc le triangle ABC est

(a-b)(c—a)__b-c c—a

équilatéral. D’ou .
Conclusion : On a démontré que P, = P, et P, =P, = P, = P, donc les 4 propositions sont
équivalentes.

Enoncé de I’Exercice 5
Résoudre dans N? :

ppcm (x,y) - pged (x,y) =243.

Corrigé de I’Exercice 5
Soit (E) 1’équation ppem (x,y)—pged (x,y) =243 et soit

Baréme :
d =pged(x,y). Il existe deux entiers x’ et y' premiers entre eux x=dx ety =dy’ 4
tels que x=dx’ et y =dy’. Dans ce cas on a ppem (x,y) =dx'y’, dxy'~1) :4?3 s
donc I’équation (E) s’écrit dx'y' —-d =243 - d(x'y’' -1) = 243. wf Sle== 2
Alors d est un diviseur de 243 or 243 = 3° et ses diviseurs sont Valeurs possibles de d 3
243 Discussion et valeurs de xety 6
1; 3; 9; 27; 81; 243 et X'y’ = 1+T Présentation, rédaction et idées 2

alors x'y' =10 =2x5 alors:

= x' =1=y =10=>|x=27 et y =270|
= X'=2=y' =5=|x=54 et y =135
= x'=5:y'=2:>|x=135ety=54|
= X'=10=y =1=[x=270 et y =27|

alors x'y' =244 =2?x61 alors :
= X' =1=y =244=|x=1et y =244
= x':4:y':61:
= X =612y =4=[x=6lety =4

= X =2M4=y =1=|x=24ety=1|

2" cas d =3|alors x'y’ =82 =2x41 alors :

= x' =1=y =82=>|x=3et y = 246|
= x'=2=y =4l=[x=6et y=123|
= X' =41y =2=(x=123et y =
= x' =82y =1=|x=246 et y =3|

3*™ cas d =9|alors X'y’ =28 =2%x7 alors:

= X' =1=y =28=|x=9ety=252

= X' =4=y =7=|x=36 ety =63|
= x'=7:>y'=4:>|x=63 ety=36|
=

X' =28=y =1=(x=252 ety =9

5™ cas d = 81]alors x'y' =4 alors :
= x' =1=y =4=|x=8lety=324|
= X' =4y =1=|x=324et y =8l

6™ cas d =243|alors x'y' =2 alors :

= X' =1=y =2=|x=243 et y =486

= x' =2=y =1=|x =486 et y =243|
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