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Exercice 1 :
1 1
1° Montrer que Vx e]1;+oo[ ona: LI .

x—1 Jx
Jn!

2° En déduire que pour tout entier n>2, Hlnk <—
k=2 n

Corrigé de I’exercice 1:

1° Vxe]1;+oo[0n a lnx—XT_Xl=lnx—\/;+%=Zln(\/;)—«/;+%

1 a2 1 —(t=1
Sotf(t)=21nt—t+¥,Vte[1;+oo[.0naf(t)=¥—1—t—z=¥<0

Donc f est strictement décroissante et alors Vt e[l;+oo[ onaf (t) <f (1) =0

1
=21nt—t+¥,avec t=\/;.

-1 -1
D’ou Vxe]l;+oo[ Inx-—>_— < 0, ce qui montre que Vxe]l;+oo[ onalnx<> et comme 0<x—1 ona

= =

Inx L Vxe]l;+oo[.

donc —<—
x—1 w/x ’
Ink 1 L

Ink 1
2° En utilisant la question 1°on a : Vk>1; ﬁ \/ﬁ . Le produit de 2 a n donne H n H—k

Les propriétés du produit et des fractions nous donne (moyennant un changement de varlable ):

Hlnk .1 ﬁln . Y\ e
oy =g, T DH(H)HT

o 0
D’otu ljlnk<@.

Exercice 2 ;

On considére ’équation : 1+ 2% + 27 = y2 ou (X,y) sont des entiers relatifs.
1° Donner une solution particuliére de cette équation.

2° Montrer que si X # 0 alors x> 3 ety = 2X'xm+n (avecmMimpair etn =loun=-1).

3° Déterminer tous les couples (x,y) d’entiers relatifs qui vérifient ’équation : 1+ 2* + 2**"' =y,

Corrigé de I’exercice 2:

On peut remarquer que si (X;y) est solution alors (x;—y) est aussi une solution car (—y)2 =y’.

1° Pour x=0 ona 1+2° +2*" =y’ 4=y’ ©y=2 ou y=-2.

Donc les couples (0;2) et (0; —2) sont des solutions de I’équation.

2° Soit A(x) =1+2"+2"" . Ona A(l) =11 A(2) =37, ces deux nombres ne sont pas des carrés parfait donc
A(1)=y’et A(2)=y’n’ont pas de solution, d’oit x>3.
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L’équation 1+2% +27*" =y est équivalente 2 2*(2*"' +1)=y’ —1=(y—1)(y+1). En plus

2% 42241 =2¥(2**! 4 1) est divisible par 2 donc y est impair. Posons alors y=2n+1 , dans ce cas I’équation va
s’écrire 2° (2" +1)=4n(n+1). Comme 2* A(2*"' +1)=1 et nA(n+1)=1 alors 2" divise 4nou 4(n+1).

1% cas : Si 2" divise 4n alors soit p leur quotienton a p= ;—T = 2::;1 =2 41= p(n + 1) =pn+p.En
multipliant par 4 on trouve 4(2x+1 + 1) =p@n+4)= p(p.2x + 4) c’est-a-dire que

pl.2* +4p=8.2‘+4:(p2—s).2" =4(1-p)=>2"= 4(:_';) . Comme x> 3 alors 2* >8, d’oil 4(:_'8)) >8.
pi—

Cette inégalité montre que 1—p et p2 — 8 sont de méme signe, ce qui ne peut se réaliser que si

1<
{ ) p8:>p:10up:2. p=1=>02>8 et p=2=128, les deux cas sont impossibles.
P <

Alors 2" ne divise pas 4n.
4mn+1) 2 +1
p: " =
2 n
4(1+p) S

1+p p=-1 . o
28=— >2o0na = p =-1ou p=-2dans les deux cas il y a une contradiction, ou

p’-8 p>-8 p’ <8

2% cas : Si 2" divise 4(n+ 1). Soit p leur quotient on a

2

4(p+1
=2 4+1=pn=>82"+4=4np= p(p.ZX —4) =p?.2*—4p.D’ou 2" = (p 8) et encore
p —

>—1
{pz g =>p=0oup=1 oup=2 ou p=3, les trois premiers cas sont rejetés, le seul cas accepté est p=3 qui
| g
4n+1) n+1
2

donne 2* =16=>x=4 et comme 3=p= =>n=11,d’ou y=23.

Conclusion :

Les couples d’entiers (x,y) solutions de I’équation 1+ 2* + 27! = y2 sont seulement

(0;2), (0;-2), (4523) et (4;-23)

Exercice 3 :
X T
On considére I’intégrale :(p(x) =— .[0 ln(cos y) dy, pour|:0, E|:
T X T X
1° Mont :p(x)=20| —+—- |-2¢| —— < |—xIn2.
ontrer que (p( ) (p(4 2) (p(4 2)

T T
2° En prolongeant @ par continuité en E trouer alors la valeur exacte de (p(E) .

Corrigé de I’exercice 3

1° Soit f(x) = 2<p(§+§j—2cp(§—§j—xln2, Vxe[ﬂag[-

@ est la primitive sur [0,;{ qui s’annule en 0 de la fonction x— )S x) . Donc @ est dérivable sur {0,;[

et (p'(x) = —ln(cosx) . De méme f est dérivable sur [0,;{ et

f'(x)=q,'[g+gjw{g_gj_m=_[In[co{g+gjjﬂn[ms[g_gj}mz}.
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D’ou f'(x) = —ln|:2c0s(§ + %)cos(% - %ﬂ = —ln(cos x) = (p'(x) . Comme en plus (p(()) = f(O) =0, alors on a

(p(x) f(x). Ce qui montre que (p(x) 2(p(4 )2() 2(p(§—§]—xln2.

T X T "
2°L 1 t tinuité d 2 20 ———= |—— In2=2¢| - [-<In2.
e prolongement par continuité donne que (p(2] (p(4 4] (p(4 4) 5 n (p[z) > n
Ce qui montre que (p(g) = gan .

Exercice 4 :

Un octogone convexe A A,A,...A est inscrit dans un cercle de rayon non nul. A A;A_A, est un carré d’aire
égalea 5; A,A A(A; est un rectangle d’aire égale a 4. Déterminer, en justifiant, I’aire maximale de

I’octogone.

Corrigé de I’exercice 4

Calcul préliminaire :

5

Le coté d'un carré d’aire 5 mesure /5 et sa demi diagonale 1': 5 A B
F )
Un rectangle d’aire 4 et de diagonale 2 \ 5= V- 0 a des cités de
. Y K

longueurs a et b tels que ab = 4 et a® +5° = 10 d’on (a 4+ 5)° = 18 O
et (a—b)? =2, puisa=2v2et b= 2

4 3
L'angle BOC = 0 est tel que sinf! = — et costl = — D C

o o

2 figure 1

of 8l = = —, o8 = =

2= 5 TR T A

1° Méthode Géométrique :

=N

" \ \/

figure 2
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L’aire de 'octogone est la somme des aires
- du rectangle AsA AzAg égale a 4
- des quatre triangles AgA;A,, AsALA LA ACA; et AgAs A,

Commencons par démontrer que si un point A déerit un arc de cercle é-(.__\' laire du triangle BAC est
maximum quand Ag est au milieu de 'are.

En effet, abaissons de A et A, les perpendiculaires (AH) et (AyHy) 4 la droite (BC) et tragons la tangente
a l'arc en Ap. Pour tout point D de la bande fermée limitée par cette tangente et la droite (BC), on a
DK < DoK = AgHg.

En particulier, AH < AgHy, I'égalité n'étant réalisée que si A est en Ay,

Mais l'aire du triangle BAC est égale a M et on a BC ; AH < BC XQAOHD, I'égalité n'étant
réalisée que si A est en A, (cf. figure 3).
Dy
e
!
+D
|
K

figure 3
Mais (cf. figure 2) A A5 et AsA; sont les diagonales d™un carré et donc perpendiculaires: si A est an
milien de 'arc ﬁ;&:, A, se trouve au milieu de ’arc .‘4#2_.‘41;, de sorte qu'on maximise en méme temps
I'aire des denx triangles AgA A et AsAsAy, done aussi celles de AyAsAg et AgArAg (cf figure 4, page
suivante ).

A
B
As / | \ Az
A A
| B?\ 0 /BJ |
Ag B A,
As
figure 4

L'aire de I'octogone est alors :
1+ AzAs x A By + AzA, xA;B;=4+a(R—g) +b(R—%)
=44 R(a +b) —ab= 35
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2° Méthode Analytique
Posons (cf. figure 5) :
AZ04, = p, 4304, = 6 done A,045 =60 — .

™

De A,04, = A,04; = 5+ on déduit
Aﬁz =%—8+<ﬁ-et Aﬂg=£—p.

L'aire de 'octogone est la somme des aires des huit
triangles :

A1OAS, A2OA;, AsOA,, AJOA:, AsOAg, AgOA-,
A-OAg, AJOA, qui sont égales deux 4 deux en
raison de la symétrie de 'octogone par rapport & Q. BRI _ o
L'aire du  triangle A;OA;,; est égale & "'-\||' ' / \

B “"’%fil- S \.'l\ﬁ]

- sin A;a:_,_l. Celle de l'octogone est donc
R? [sin (% -6+ Lp) + sin(f — ) + sinp + sin (g — g)] A

= R*[cos(f — @) + sin(f — ) + sin p + cos @]

T
et quand Az décrit 'arc Ay As, @ varie de 0 & 6.

Posoms f{y) = cos(f — ) +sin(f — ) +sing + cosy

f est dérivable sur [0, #] de dérivée f* donnée par f'(w) = sin(f — @) — cos(# — ) + cosp — siny

[ s'annule pour © = —

Si0=p< g, f— =, sin(f — @) > sing, cos(f — ) < cosy done () = 0.
a
De méme si 3 << f'lle=<0.

f passe donc par un maximum pour @ =

bo| o

(7] & 5 3
. . i 2 _ T — — — = 5
L’aire de 'octogone est alors 2R (cos 2 + sin 2) 2 = 3 X 5 3+/5.

3° Méthode trigonométrique :

Nous partons de Uexpression de 'aire de l'octogone obtenue ci-dessus :

R? [cos(0 — @) + sin(f — ) + sin ¢ + cos ¢

2 2
On pent écrire sin @ + cos p= /2 l% sin @ + %— o8 ,0]

T o RN

=2 [coszsmtp+sln 1 CDE\,?]
= +/28in (% - i,a).

et cos(f — ) + sin(f — ) = +/Zsin (g +6— tp)

L’aire s'écrit done

R*32 [sin G + ,p) +sin (% . \,,)] - %ﬁ {2 sin (g 4 3) cos(2y — 9;}

La fonetion ¢ — cos(2p — #) a pour courbe représentative un arc de sinusoide,

cos(2g—8)

0 8 ]
2
fiqure 6

f
Elle atteint son maximum 1 pour 2o —# =0 on p = 5

L’aire maximale est donc

g
5v2sin (5 +g) = 5(sinf + cosf) = s
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Exercice 5:

Trouver ’ensemble des couples (x,y) € R solutions du systéme :

x5 —10x°y? + 5xy* = S(JE +J§)
Sx'y —10x’y* +y° = 8(\/3— \/5)

Corrigé de I’exercice 5

X -10xy* +5xy* = 8(V6 ++2) (1)

S5x'y —10x’y’ +y —8( ) (2)
o2 o=,
4

(1)+i.(2) donne (x+iy)5 :32[ 1

N Bk

& 5),031(54

.(n 2kn
il =~

LT
N
Soit z=x+1iy, on a donc z° =2°.¢ 12, dont les solutions sont les complexes z, =2e

= 2kn
pone 1, =265 5 2 1+ 271,

60 5

2 2
Les solutions du systéme sont les couples (x,y) définies par x= ZCOS(% +?kn) et y= 2sin[% + ?kn) ; avec k

un entier compris entre 0 et 4.
Ces couples sont (Zcos%,Zsinij ; (2 s25—7t 2si 25“] ; [2c0s49—n 2sin 49—“] ; (2cos£ 2sin 73—“] et

60 60 60 60 60 60 60
2c0597—n, 2sin97—n .
60 60

FIN
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