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Exercice 1 :  

1° Montrer que  x 1;    on a : 
lnx 1

x 1 x



. 

2° En déduire que pour tout entier n 2 , 
n

k 2

n!
lnk

n

  

Corrigé de l’exercice 1: 

1°  x 1;   on a  x 1 1 1 1
lnx lnx x 2ln x x 2lnt t

tx x x


          , avec t x . 

Sot  
1

f t 2lnt t
t

   ,  t 1;   . On a  
 

2

2 2

t 12 1
f t 1 0

t t t

 
       

Donc f est strictement décroissante et alors  t 1;    on a    f t f 1 0   

D’où  x 1;    
x 1

lnx 0
x


  , ce qui montre que  x 1;    on a 

x 1
lnx

x


  et comme 0 x 1   on a 

donc 
lnx 1

x 1 x



,  x 1;   . 

2° En utilisant la question 1° on a : 
lnk 1

k 1;
k 1 k

  


. Le produit de 2 à n donne 
n n

k 2 k 2

lnk 1

k 1 k 




  .  

Les propriétés du produit et des fractions nous donne  (moyennant un changement de variable ) :
n n

n n n n 1 n
k 2 k 2

n n 1
k 2 k 2 k 2 k 1 k 2

k 2 k 1

lnk lnk
1 1 1

lnk k .
k k k

(k 1) k


 


    

 

 
      

 

 
    

 
.  

Or 
n 1 n n n n n n

k 1 k 2 k 1 k 1 k 1 k 1 k 1

1 1 1 1 k 1 1 n!
k . k . k k

n n n n nk k k



      

   
       

   
       . 

D’où 
n

k 2

n!
lnk

n

 . 

Exercice 2 ;  

 

On considère l’équation :
x 2x 1 21 2 2 y    où  x,y sont des entiers relatifs.  

1° Donner une solution particulière de cette équation.  

 2° Montrer que si x 0 alors x 3 et
x 1y 2 m n   (avecm impair etn 1 oun 1  ) . 

3° Déterminer tous les couples  x,y d’entiers relatifs qui vérifient l’équation :
x 2x 1 21 2 2 y   . 

Corrigé de l’exercice 2: 

On peut remarquer que si  x;y  est solution alors  x; y  est aussi une solution car  
2 2y y  . 

1° Pour x 0  on a 
0 2 0 1 2 21 2 2 y 4 y y 2 ou y 2          . 

Donc les couples  0;2  et  0; 2  sont des solutions de l’équation. 

2° Soit   x 2x 1A x 1 2 2    . On a  A 1 11   A 2 37 , ces deux nombres ne sont pas des carrés parfait donc 

  2A 1 y et   2A 2 y n’ont pas de solution, d’où x 3 . 
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L’équation x 2x 1 21 2 2 y   est équivalente à   x x 1 22 (2 1) y 1 y 1 y 1       . En plus  

x 2x 1 x x 12 2 2 (2 1)    est divisible par 2 donc y est impair. Posons alors y 2n 1   , dans ce cas l’équation va 

s’écrire  x x 12 (2 1) 4n n 1    . Comme x x 12 (2 1) 1    et  n n 1 1    alors 
x2  divise 4n ou  4 n 1 . 

1
er

 cas : Si 
x2  divise 4n  alors soit p leur quotient on a   

x 1
x 1

x

4n 2 1
p 2 1 p n 1 pn p

n 12




       


. En 

multipliant par 4 on trouve    x 1 x4 2 1 p(4n 4) p p.2 4       c’est-à-dire que

   
 2 x x 2 x x

2

4 1 p
p .2 4p 8.2 4 p 8 .2 4 1 p 2

p 8


        


. Comme x 3  alors x2 8 , d’où 

 
2

4 1 p
8

p 8





. 

Cette inégalité montre que 1 p  et 2p 8 sont de même signe, ce qui ne peut se réaliser que si 

2

1 p
p 1 ou p 2

p 8


  


. p 1 0 8    et p 2 1 8   , les deux cas sont impossibles. 

Alors 
x2  ne divise pas 4n . 

2
e
 cas : Si 

x2  divise  4 n 1 . Soit p leur quotient on a 

 
x 1

x 1 x x 2 x

x

4(n 1) 2 1
p 2 1 pn 8.2 4 4np p p.2 4 p .2 4p

n2


 

            . D’où 
 x

2

4 p 1
2

p 8





 et encore 

 
2 2

4 1 p 1 p
8 2

p 8 p 8

 
  

 
on a 

2

p 1
p 1 ou p 2

p 8

 
    


dans les deux cas il y a une contradiction, ou 

2

p 1
p 0 ou p 1 ou p 2 ou p 3

p 8

 
    


, les trois premiers cas sont rejetés, le seul cas accepté est p 3  qui 

donne x2 16 x 4    et comme 
x

4(n 1) n 1
3 p n 11

42

 
     , d’où y 23 . 

Conclusion : 

Les couples d’entiers  x,y  solutions de l’équation 
x 2x 1 21 2 2 y   sont seulement 

       0;2 , 0; 2 , 4;23 et 4; 23   

 

Exercice 3 :  

 

On considère l’intégrale :    
x

0
x ln cosy dy   , pour 0,

2

 
 
 

 

1° Montrer que :  
x x

x 2 2 xln2
4 2 4 2

    
          

   
.  

2° En prolongeant   par continuité en 
2


trouer alors la valeur exacte de 

2

 
 
 

. 

Corrigé de l’exercice 3 

1° Soit 
x x

f(x) 2 2 xln2
4 2 4 2

    
         

   
, x 0,

2

 
  

 
. 

  est la primitive sur 0,
2

 
 
 

 qui s’annule en 0 de la fonction  x ln cosx . Donc   est dérivable sur 0,
2

 
 
 

et    x ln cosx   . De même f est dérivable sur 0,
2

 
 
 

 et 

 
x x x x

f x ln2 ln cos ln cos ln2
4 2 4 2 4 2 4 2

              
                         

           
.  
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D’où      
x x

f x ln 2cos cos ln cosx x
4 2 4 2

     
            

    
. Comme en plus    0 f 0 0   , alors on a 

 x f(x)  . Ce qui montre que  
x x

x 2 2 xln2
4 2 4 2

    
          

   
. 

2° Le prolongement par continuité donne que 
x

2 2 ln2 2 ln2
2 4 4 4 4 2 2 2

             
                 
       

. 

Ce qui montre que ln2
2 2

  
  
 

. 

 

Exercice 4 :  

 

Un octogone convexe 
1 2 3 8

A A A ...A est inscrit dans un cercle de rayon non nul. 
1 3 5 7

A A A A est un carré d’aire 

égale à 5 ; 
2 4 6 8

A A A A  est un rectangle d’aire égale à 4. Déterminer, en justifiant, l’aire maximale de 

l’octogone. 

 

Corrigé de l’exercice 4 

 

Calcul préliminaire : 

 
 

1° Méthode Géométrique :  
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2° Méthode Analytique 

 
3° Méthode trigonométrique : 
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Exercice  5 :  

 

Trouver l’ensemble des couples   2x,y  solutions du système : 

 

 

5 3 2 4

4 2 3 5

x 10x y 5xy 8 6 2

5x y 10x y y 8 6 2

    



   


 

 

Corrigé de l’exercice 5 

 

   

   

5 3 2 4

4 2 3 5

x 10x y 5xy 8 6 2 1

5x y 10x y y 8 6 2 2

    



   


 

   1 i. 2 donne  
i5 5 12

6 2 6 2
x iy 32 i 2 .e

4 4

  
     

 
.  

Soit z x iy  , on a donc 
i

5 5 12z 2 .e


 , dont les solutions sont les complexes 

2k
i

60 5

kz 2e , 0 k 4

  
 

     

Donc 

2k
i

60 5

k

2k 2k
z 2e 2 cos isin

60 5 60 5

  
 

 
       

        
    

. 

Les solutions du système sont les couples (x,y) définies par 
2k

x 2cos
60 5

  
  

 
 et 

2k
y 2sin

60 5

  
  

 
 ; avec k 

un entier compris entre 0 et 4. 

Ces couples sont 2cos ,2sin
60 60

  
 
 

 ; 
25 25

2cos ,2sin
60 60

  
 
 

 ; 
49 49

2cos ,2sin
60 60

  
 
 

 ; 
73 73

2cos , 2sin
60 60

  
 
 

 et 

97 97
2cos , 2sin

60 60

  
 
 

. 

FIN 


