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ASSOCIATION DES AMIS DE MATHEMATIQUES

DEVOIR DE MATHS

Niveau: 7C Durée :4H Proposé le 30 avril 2017 de 8ha 12h

Exercice 1 (3 points)
On considere I'equation (E): 11x—7y=25 , ou x.et.y sont desentiers relatifs.

1.a) Justifier que ’é quation (E) admet des solutions entiéres et vérifier que le couple (8,9) est une solution
particuliere de (E).

b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que sixest un diviseur de v, alors x est un diviseur de 25.

20+11m soit un entier relatif ?

b) Soit m un entier relatif. Existe-t il des valeurs de m telles que le quotient

Exercice'2 (4 points)
Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) = z° —(2sin@+i)z% + (1+2isin@)z—i ot 0 &[0;2x] .

1) Calculer P(i) puis déterminer les solutionsz,, z,et z,de P’équation P(z)=0 sachant que z, est
imaginaire pur,et Imz, 20 si cos0=>0.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;G,\?)on considere les points M,, M, et M,
d’affixes respectives z,, z,et z,. Détermirer, lorsque O décrit I’intervalle [0;2n[, le lieu géométrique T°
des points M, et M,

a) Calculer I’aire du triangle M,M,M, en fonction de 0.

b) Pour quelles valeurs de 6 I’aire A(0) est maximale ? Justifier.

¢) Pour quelles valeurs de 8 le quadrilattre OM M, M, est un parallélogramme.

3.a) Onsuppose que 9=%. Placer les points M,, M, et M, surle repere.

b) Déterminer puis construire Pensemble I"* des points M du plan tels que : MM,> = MM, + MM, =1

Exercice 3 (5 points)

Dans le plan orienté, on considére le carré direct ABCDde centre O etde coté g (a>0).
I,J, K etL les milieux respectifs des cotés [AB], [BC], [CD] et[DA].

1.a) Faire une figure illustrant les-données précé dentes que I’on compléteraau fur et a mesure.

b) Montrer qu’il existe une unique rotation r qui transforme BenQ et J en| .
c) Déterminer un angle et le centre de cette rotation.

2) Soit f=roS,.
a) Vérifier que f=S; 0S5 oSy et déterminer f(B) et f(J).
b) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f etdonnersa forme réduite.
3.a) Montrer qu’il existe une unique similitude directe s, qui transforme | enOetB enC.
b) Déterminer un angle et le rapport de s,.
c) Déterminer s,(A) que peut-onen déduire a propos du centre de s, .
d) Déterminer s,(O) puis construire ’image du carré ABCD par s, . Justifier la construction.
4) Soit s, lasimilitude directe qui transforme C en LetD en .
a) Déterminer un angle et le rapport de s, .
b) Déterminer ’image du triangle OCD par s,. Que peut on déeduire ?
c) On pose f =s,0s, . Déterminer f(B) et caractériser f .
5.a) Vérifier que O est le barycentre dusystéme {(C,1);(L,2);(D,-1)}.
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b) Determiner et construire lesensembles T, et T", des points M du plan tels que :
MeT, & MC*+2ML* —MD* =a* ,

MeT, < (ML-MJ+2MK)(MA + 2MC-2MK) =0.
c) Déterminer deux homothéties transformant T, enT,.

Exercice 4(4 points)

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= et (C) sa courbe représentative dans un repére dans un

1l+¢
repére orthonorme.
1.a) Justifier que limf(x)=1 et limf(x)=0. Interpréter graphique ment.

b) Dresser le tableau de variation de f.

2.a) Montrer que f réalise une bijection de .R. sur.un intervalle J que 1’on. déterminera. Donner ’expression
de sa réciproque f(x). On note (C*)la courbe de f*dans le méme repere.

b) Montrer que les courbes (C) et (C') se coupent en un seul point d’abscisse o telle que 0,4<a<0,5.

3) Pour toutentier neN*, on pose I_ =J':f”(t)dtou aest le réel trouvé en 2.b)
a) Justifier que_ I, = a+In(20).
b) VEérifier que pour tout réel x :  f*(x) =f2(x)—F(x) .

c) Montrer que pour tout neN": 1, -1, =%(a” —zin)
d) Montrer que lasuite (1) est décroissante et positive-Que peut on en déduire ?
4.a) Montrer que pour tout neN* :  a™' <1, s%. En déduire lim1,.

X—>+0

= 1 | 1
| =a+In(2 ) A e : I Zlak-—1.
b) Montrer que 1, =&+ In( a)+;k[a zk] En dedUIrenLrpme;k(a 2")

Exercice 5 (4 points)

X

—e
6
Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;1,]) .

e

On corsidere la fonction f définie sur R par': f(x) =

1.a) Vérifier que fest impaire et que lim f(X) =—oo . En déduire lim f(X).
X—>»—00 X—>+a0
b) Dresser le- tableau de variation de f.
) Montrer que I’équation f(X) =X admet dansR trois solutions dont I’une o Vérifie 2,8<a<2,9
2.a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle que I’on dé terminera.

b) Vérifier que pour tout réel x :\(F(X))? =(f"(x))* = —% /En déduire Pexpression de (f7)"(X).
x 3
¢) Soit x un réel quelconque. Exprimer I'intégrale 1(X)=| ———=dt enfonctionde (f™)(x).
I o Jot’+1

T
3) Soit r la rotation de centre O et d’angle 5 Pour tout point M(x,y) on note r(M)=M" et r(C)=C,

a) Donner ’expression comple xe de la rotation r puis écrire les coordonnées x’,y’ de M’ en fonction de x et y.
b) Montrer que (C,) est lacourbe représentative de la fonction h définie sur R par :

h(x) = In(=3x+~/9%* +1).
c) Montrer que pour tout réel x , h(=x) =f(X). On note (C") la courbe représentative de ™ dans le repére
précédent.
4.2) Montrer que les courbes (C) et (C") se coupenten deux points autres que Porigine.
b) Construire, dans le méme repere les courbes (C) et (C') etcalculer en fonction de o I’aire du domaine

plan délimité par ces deux courbes (o est le nombre indiqué en 1.d).
Fin.
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