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Exercices de révision de Maths

Nombres complexes & suites numé riques 7D

12.2016

Dans les exercices 1 a 4, pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une
démonstration pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration

consistera a fournir un contre exemple.

EXERCICE 1
Soit z un nombre complexe non nul.

. —\2
1.Si |z|]=1, alors Z° =(z) : 4.Sij argz:ig, alors zestimaginaire pur.

. T 5.Si z=5+i(4—-3i), alors la partie réelle de zest5
2.Si z=-2ie ®, alors argz=n+g. ( ) P

3.Si z=3(sin@+icosM), alors
z=3e"

z,2,Z, est réel négatif.

. ir ir i .
6.Siz,=e3;, z,=-5¢e°; 23=J§e 2, alors le produit

EXERCICE 2

On considere la suite (u, ), definie par 4, =0, » =1 €t, pour toutn e N, u,; =%un+1+zuﬂ.

3

e s . 2
On deéfinit les suites (v, ), et (w, ), Par v, =u,,,—u, et w, =ty + 3t

1. Lasuite (v, ), estarithmetique.

3. Pourtoutn e N,ona: uﬂ=%(wﬂ—vﬂ).

2. Lasuite (w, ), estconstante. 4. Lasuite (u, ), n’a pas de limite finie.

EXERCICE 3
Soit (up) une suite géométrique de premier terme up =1 etde raisonq < J0 ; +oo [.
Onnote Sp,=up + ug + ... + Up.

1. S'ilexiste n eN tel que uy>2000,alorsd>1. | 4 gi fim S =2 alors =2
T o =7

2.Sig<1, alors ilexiste n eN telque 0 <un<2. | 5.Siqg=2,alors S, =15.

3.Sig>1,alors lim S, =+wo, 6.Sig=0,5alors lim S,=0.
N+ n—>+00

EXERCICE 4
On considére une suite (un), définie sur N , croissante et de termes strictement positifs .

On définit alors la suite (vy) sur N par v, -

n

1. Si lim oy, =40, alors (vp) est convergente. 5. Les suites (un) et (vy) sont adjacentes.

2. Si (uy) est divergente, alors (v,) est divergente. | 6. La suite (vy) est croissante et négative.

3. Si (up) est minorée par 5, alors (vn) est minorée | 7. Si (uy) est arithmétique, alors (vy) est

par—1. arithmétique.
4. Si (up) est géométrique, alors (vp) est 8. La suite (u,) estminorée .
géomeétrique.
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EXERCICES
1) On considere les équations suivantes dans C:
E: 22-6z+25=0
E,: 2z?-8z+25=0
a) Resoudre E,. On note z,et z, ses solutions avec Im(z,)>0.
b Résoudre E,. On note z,et z, ses solutions avec Im(z,)> 0.
c) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres z, +z, et z, xz, .

2) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O;u,v).

z—4-3i

z-3-4i

On considere les points A , Bet Cd’affixes respectives z, =3+4i ,z;, =4+3i etz_. =4+4i.
a) Placer les points A , B et Ccdans le repere.

b) Calculer et mettre sous forme algebrique le nombre complexe f(4+4i). Interpréter

graphique ment.

c) Déterminer et représenter, dans le repére (O;u,v), les ensembles de points M du plan d’affixe z
dans chacun des cas suivants :

T, tel que |f(z)|=1.

r, telque f(z)soitimaginaire pur.

Pour tout nombre complexe z tel que z=3+4ionpose : f(z) =

EXERCICE 6

1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=2>-z°-4z-6.

a) Calculer P(3).
b) Déterminer les réels a et btels que pour tout z ona: P(z)=(z-3)(z* +az+b).
¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z)=0.

2. On considere, dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;a , \7), les points A, B , Cet
D d’affixes respectives Z, =3+2i, z; =-1+i, Z.=-1-let z;=3.

a) Placer les points A, B, Cet D dans le repére (O;G,\?).

b) Comparer P’affixe du milieu de [AC] a celle du milieu de [BD] .

c) En déduire la nature du quadrilatére ABCD.
d) Déterminer et construire ’ensemble des points M d’affixe z telle que |Z —3| = |Z+1— i| :

EXERCICE 7
1) Pour tout nombre complexe z on pose : P(z)=2z°-10z* +33z-34.
a) Calculer P(2).

b) Déterminer les réels a et btels que pour tout z ona: P(z) =(z-2)(z* +az+b).

¢) Résoudre, dans ’ensemble des nombres complexe, ’équation P(z)=0. On note z, ; z, etz, les
solutions de (E) telles que Im(z,)<1m(z,) < Im(z,).

2) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct(o;a,v).

Soient les points A, B et C d’affixes respectives : z, =z, +3i,z, =z,+i et z.=6+2i.
a) Vérifierque z, =4+4i et z, =4.
b) Ecrire les nombres z, et z, sous forme trigopnométrique.
c) Placer les points A, B et C dans le repere.
z-4
z-4-4i°
a) Verifier que f(z.)=i etinterpréter graphiquement.

3) Pour tout nombre z=4+4i on pose : f(z) =

2 http ://maurimath. net/ Horma Hamoud



http://maurimath.net/

b) Déterminer et construire T, ’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que|f(z)|=1.
c) Déterminer et construire T, ’ensemble des points M d’affixe z tel que f(z) soitimaginaire pur.

4) Pour tout entier naturel n,on pose z,=(z,)" etsoit M, le point d’affixez, .
a) Déterminer ’ensemble des entiers n pour lesquels le point M, appartient a ’axe des abscisses.
b) Déterminer ’ensemble des entiers n pour lesquels ona oM, > 2015 .

EXERCICE 8

z-1+6i

Z+4—-i

1) Calculer puis écrire sous forme algébrique chacun des nombres suivants:

P(-1) ; P(3+6i) ; P(—4+3i).

2) Resoudre dans C I’équation:  P(z)=1-i ; écrire la solution sous forme algebrique .

3) On pose Z=P(3+6i). On muni le plan complexe d’un repére orthonormal direct (O,U,V) . Soit

M, ; M, les points d’affixes respectives Zet Z" ; neIN*.

Dans ’ensemble C on pose : P(z) =

a) Montrer que Z= \/E(cosg +1i sing) :

b) Ecrire Z" sous forme trigonométrique.
c) Determiner et représenter dans le plan les points M, ; M, ; M,.
4) Montrer que le triangle OM M, est rectangle isocéle en M, .
5.a) Pour quelles valeurs de n ; le point M, est situé sur I’axe Ox?
b) Montrer que les points O ; M, ; M., sont alignés.

6) On pose U, =|z
premier terme.
7)Onpose S, =M,M,+M,M; +..+ M M

7) Déterminer et représenter I’ensemble des points M d’affixe z dans les cas suivants :

—zn|. Montrer que (U,) est une suite géométrique. Déterminer sa raison et son

n+1

Calculer S, enfonction de n puis calculer IimS, .

n+l N—>-+o

a) I, P(z)=1. b)T, Le nombre P(z) est réel.
EXERCICE9

. : - i : n“+n+1
On consideére la suite numérique (U,) définie pour toutentier n>1par: U, =m.

+
1.a) Calculer U, , U, et U,.
b) Justifier que la suite (U,) :
1)N’est pas arithmétique ; 2) N’est pas géométrique ; 3)Est convergente.
. n*-1

2. Pour tout entier n>1, on pose : V, = et

a) Montrer que : U, =V,

n+l

-V,
b) En déduire ’expression de la somme S =U,+U,+---+U_enfonctionde n.

EXERCICE 10
On considére les suites numériques (U,)et (V,) définies pour tout nde IN* par:
U, =1 1
V. ==U
n+1=n_+lUn et " n "
5n

1.a) Calculer u, , U,,V,,V,
b) Montrer que (U,)est positive.
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c) Montrer que (U,)est décroissante et bornée. Que peut-on déduire ?
2.a) Montrer que (V,)est une suite géométrique convergente.
b) Exprimer v, puis U, en fonction de n. Recalculer alors u, et U, .

. u U, U U
3.a) Calculer en fonction de n la somme : S, =T1+ 72+ ?3+ cet Tﬂ

n(n-1)

b) Soit P, =V, xV,xV,x..xV,. Montrer que P, =(%) ’

c) Soit Q, =U, xU,xU,x..xU, . Calculer Q,en fonction de n.

EXERCICE 11

U,=0
On considere la suite numérique (U,) définie partout nde IN® par:

U, =4/2+ U,
1.a) Calculer U,,U, .

b) Démontrer, a I'aide d'un raisonnement par récurrence, que, pour toutn, 0<U, <2
2) On considére la suite (Vv,) définie pour toutn par V, =2-U,

a) Montrer que, pour tout entier n, 0<%s%. En déduire le sens de variation de (Vv,) puis celui de

n
(Un)
n-1
b) A I'aide d'un raisonnement par récurrence montrer que 0<V, 5(5] .

c) En déduire la limite de la suite (Vv,) puis celle de la suite (U,).

EXERCICE 12

U, =1
On considére la suite numérique (U,) définie par: U —3__=2n
T 3(n+1)

(3-U,), VneIN®

1) Vérifier que U2=g puis calculer u, ; U,.

2) On admet que la suite (U,) est majorée par 3 (a démontrer facilement par récurrence).

a) Montrer que pour toutnde INona: U,,-U, = 3(”;31) (B-U,).

b) Déduire le sens de variation de la suite (U,). Puis que la suite (U,) est convergente.

3) On pose pour toutnde IN“: V. =n@-U,).

a) Calculerv,;v, et montrer que (V,) est une suite géomeétrique. Déterminer sa raison.

b) Exprimer V, puis U, enfonction de n.

c) Montrer que lasuite (V,) est convergente et calculer sa limite. En déduire la limite de (U,).
d) Calculer par une deuxiéme méthode la limite de (U,).

4) Calculer enfonction de nlasomme : S, =U, +2U, +3U, +---+nU, .

EXERCICE 13
On consideére les suites (up) et (v,) définies parup=0;vo=12; 4, =

+v, ety . — u, +2v,

9 n+l — 3

1. Démontrer que la suite (wy,) définie par w, = v, — U, est une suite géométrique convergente et que
tous ses termes sont positifs.

2. Montrer que la suite (up) est croissante puis que la suite (vn) est décroissante.

3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.

u,
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4. On considére la suite (t,) définie part, = 2un + 3v,. Montrer qu’elle est constante.
5. En déduire les expressions de up et v, en fonction de n.

EXERCICE 14

n
On definit la suite numérique de terme général: U, =—; pour tout entier naturel n>1
e"

1.Calculer Uet U,.
2.Démontrer que la suite (U,) est décroissante et positive puis calculer lim U, .

3. Démontrer que: VnelIN; U, =%Un+ein *).
4. Pour tout entier naturel n>1onpose: S =U,+U,+...+U,.
2
a) En utilisant I’égalité (*)démontrer que: S, = = U ( el)z (1- 1)
2
b) Deduire de ce qui précede que: limS, =e—2.
N—+o0 (e_l)
EXERCICE 15
8z+3
1) On pose pour tout nombre complexe z=-6, f(z)= 6

. 1
a) Donner la forme algébrique des nombres : z, =f(2i) , z, =f(3-2i), Z, =f(§)
b) Résoudre I’équation f(z)=z
8u,+3
u +6

n+1 S

2) On donne la suite(un)définie par : u, =%et u

a) Calculer les valeurs exactes des termesu,,u, €tus.
b) Montrer par récurrence que pour tout entier n non nul, 1<u, <3.

c) Montrer que (Un)est croissante. En déduire qu’elle est convergente.
-3

3) On définit pour tout ne N la suite (v, )par : v, =0 +1

a) Montrer que (Vn)est une suite géométrique dont précisera la raison et le premier terme v, .
b) Exprimer v, en fonction de n.
c) Exprimer u,en fonction de Vv, puis en fonction den.

d) Déterminer la limite de la suite (U, ) .

EXERCICE 16
Onconsidere la suite complexe (z,)

g _ . 1-i
definie par z, =i et, pour tout entier n, Zna =5 2y

neN

Pour n entier naturel, on appelle M, le point d’affixe z,.
1)Calculer z,z,,z,,z, .

N

ie 4

(V2)
3) En déduire que la suite V, =|z,| est une suite géométrique . Donner son terme général et sa limite.
4) Montrer que quel que soit n entier naturel, les triangles OM M, , sont rectangles.

2) Montrer que pour tout n entier naturel, z, =
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