Correction de I’exercice 2 du Bac blanc - 23-12-2016
(Solution détaillée)

Exercice
uo = 3 v0 =4

Soit (u, ) et (v, )les suites numériques définies par : _ukv, €)M,
u,..,= P n+l 2

1) Calculer u,,u, etv, ,v,.

2) Pour tout ne N,onpose w, =v, -u,

a) Montrer que w, est une suite géométrique de raison —.
b) Exprimer w, en fonction de n et préciser sa limite.

3) Etudier les sens de variations de deux suites u, et v, , puis démontrer que u, et v, sont adjacentes

4) a) Démontrer que la suite ¢, définie par : ¢

n

— _n n

est une suite constante.

b) En déduire la limite commune de «, et v, .

Solution
u, = 3 v,=4
Soit (u,) et (v, )les suites numériques définies par : u, +v, et u,, +v,
Uy = Varr = 2
2
1) Calculde u,,u, etv, ,v,
7 +4 15
u,+v u,+v, 3+4 7 + + o 15
U, = : 2 = U, 2 : == _)ul_z 7vn+1=un+l L = V1=ul Yo_2 —i=—
2 2 2 2 2 2 2 2 4
15
—>|v, =
4
De la méme maniere on calcule u, et v,
715029 29,15 59
u,+v 29 29 + 8 4 _8 59 59
2=1 1_2 4 _ 4 _~47 —lu, == etv2=u2 Vi_ 8 4=8=__)2=_
2 2 2 8 8 2 2 2 16 16
2) Pour tout ne N, on définit w, =v_ -u,

a) On montre que w, est une suite géométrique de raison —
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+v u +v
Nous avons w,,, =v,,, -u,,, =—*—"—-—"—" (onremplace u,, et v, par leurs valeurs dans les formules

n+l1 2

de récurrences)

u v, w v, w Y, -u -y, w o —u, 1fu +v, 1w, +v,-2u ) 1

= W,H.] - - - - _un - 4 (V U )
2 2 2 2 2

PSP . 1
donc w, est une suite géométrique de raison q = rk
b) Expression de w, en fonction de n :

TP . 1 .

w, est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme w, =v,-u, =4-3=1. Pour tout ne N, on a donc

. 1Y 1Y
w,=w,.q" =1. 1 = |(w, = 1

* Calcul de la limite de w, :

n—eo

1y . : - 1
Pour tout ne N,ona w, = (ZJ . Laraison de la suite w, vérifie |q| = <1 donc limw, =0

3) Sens de variations de u, et v, :

_u,tv, l l
" 2 " 2 2 2 27" 2

Nous avons : u,,, -u

Donc u, est une suite strictement croissante.

De la méme facon on a :

u,, +v, u,, +v,=2v, 1 1 (u +v"j 1 11
vn+1 -vn = _vn = :_’(un+1 -vn):_' _vn :_un +_vn __vn
2 2 2 2 2 4 4 2

1 : s
v,-u,)=-=w,<0.Donc v, eststrictement décroissante.

* On montre que u, et v, sont adjacentes :

La suite u, est une suite strictement croissante, la suite v, est strictement décroissante. De plus, d’apres la

question 2) limw, =0 = lim(v, -u,)=0 = limu, =limy, . On en déduit que u, et v, sont adjacentes
n—oo n—oo

n—oo n—oo

. Lpe o 2
4) (t,) estla suite définie par : ¢, = u”;—v”

a) On démontrer que la suite ¢, est constante :

u +2v
Pour tout ne N,ona ¢, =—*—*
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Donc pour tout entier naturel n,ona ¢, , =¢, lasuite (¢,) est donc constante.

b) Calcul de la limite de u, et v, :

. u,+2v, 3+2x4 11
=t =t, = limt{ =t = = =—

Pour tout ne N, ¢

n+l oo 3 3 3
+2 11 . . P 1+21
D’autre part, limz, = lim% =3 et puisque limu,  =limv_ =/ on en déduit que *
n—yoo n—yoo n—yoco n—oco

=E soit |l =—]|.
3 3
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